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AVERTISSEMENT 



Les trois premiers Livres de ces Leçons de Trigonomclne 
recliligne contienoent les malières du programme de la classe de 
Matlîématiiiues élémenlaires. 

L'Appendice renferme tous les compléments uécessaires auM 
élèves de la classe de Mathématiques spéciales. 

Ainsi, ce volume pourra servir h un élève daus tout le cours de 
ses études. 
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INTRODUCTION 



SEGMENTS. - PROJECTIONS 



1. Oëllnitions. — On appelle vecteur ou encore segment une 
portion de droite sur laquelle un sens est défini. Pour déterminer le 
sens du segment on dislingue les deux points qui le limitent. L'un 
de ces points est appelé onr/ine et l'autre extrémité. Le sens du 
segment est, alors, le sens dans lequel se déplace un mobile qui 
parcourt le segment en allant de l'origine vers l'extrémité. 

On énonce un vecteur en énonçant d'abord l'origine et, ensuite, 
l'extrémité. De plus, pour éviter toute confusion, nous placerons, 
dans l'écriture, les deux leltres entre parenthèses. Ainsi, le vecteur 
(AB) est celui qui a pour origine A et pour extrémité B. 

Il résulte, de la définition précédente, que l'on peut distinguer 
dans un vecteur trois choses : 

i" Sa ligne d'action, qui est la droite indéfinie qui le porte ; 

2° Sa longueur-, qui est la distance (géométrique) do l'origine h 
l'extrémité ; 

3° Son sens, qui est celui -^ 

dans lequel se déplace un ^-^ 

mobile allant de l'origine vers ^ 

l'extrémité. . ^_.^ 

Deux vecteurs sont dits '^ ' • ■ . 
équipollents s'ils ont leurs 
lignes d'action parallèles ou 
confondues, même longueur p,p , 

et même sens. 

On peut remarquer, de suite, que si dens vecteurs (AB) et (A'B') 
sont équipollents, sans avoir même ligne d'action, la figure ABBA' 
{(icj. 1} est un parallélogramme puisque les cfités i 
égaux et parallèles. 
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2 Lu;çoNS ut: tuico^ométhie. 

Pour écrire que deux vecteurs sont équipollents nous nous 
servirons du signe ordinaire de l'égalité. Ainsi, l'égalité 

(AB) = (A'B') 

slgnille : vecLeur (AB) équipoUent au vecteur (A'B'). 

2. Itésultante. — Étant donnés plusieurs vecteurs (AA'), {BB'), 
(CC), (DD'), on appelle résultante ou encore somme géométrique de 
ces vecteurs le segmeut construit de la façon suivante. D'un 
point arbitraire o de l'espace {fîg. 2), pris pour origine, on trace un 
vecteur (oa) équipollent à, (AA'); puis, avec a comme nouvelle 
origine, on trace un vecteur {ad) équipollent à (BB'). On construit. 




de mi. .10, le vecteur (àc) équipollent à (CC) ; et enfin le vecteur [cd) 
équipollent à (DD'). Le vecteur (orf), ayant pour origine o, l'origine du 
premier vecteur, et pour extrémité d, l'extrémité du dernier vecteur 
{ou tout vecteur équipollent à (od), est ce qu'on appelle la résullanle 
ou encore la somme géoméliique des vecteurs proposés. 

11 faut remarquer de suite que, le point o étant arbitraire, la 
définition précédente ne définit la résultante qu'à l'origioe près. En 
d'autres termes, il y a une infinité de segments, tous équipollents 
entre eux, que nous nommons résultante des vecteurs proposés. 

Pour indiquer qu'un vecteur est la somme géométrique de 
plusieurs autres, on emploie le signe habituel de l'addition. Ainsi, 
on écrira : 

(od)^ (AA') + (liB') + (GC) + (DIV). 
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INTilODL'CTtON. ^ 

Remarque. — Dans le cas particulier de deux vecteurs on peut 
encore construire la résuUante de la façon suiYanle : soient (AA'), 
(BB') les deux vecteurs; par un point arbitraire o de l'espace, pris 
pourorigine, on trace deux segments (oa), {ob) respectivement équi- 
pollents aux deux vec- „ 

teurs donnés. La diago- 
nale {oc) du parallélo- 
gramme oacb constfLiit 
sur (oa) et (ob) est la résul- 
tante clierchée, car on a 
(Aj.S): 

(«e) = loi) = (BB'j, 



et ceci prouve que (oc) 
s'obtient bien par ta cons- 
truction précédente en ». '1 
portant bout à bout les 

segments {oa) et {ac) respectivement équipollents à (AA') et (BB'). 
On voit, déplus, que la résultante des deux vecteurs ne dépend pas 
de l'ordre dans lequel on prend ces deux vecteurs pour construire 
la somme, car, dans la figure 3, on a, par définition, à la fois, 

{oc) = {oa) -\- (ac) = (kh') + (Rji') 



(0, 



= {ob) + ibc)^ 



B')- 



(AA'l. 



On conclurait de ià aisément que, dans une somme géométrique 
quelconque, on peut intervertir l'ordre des termes sans modifier la 
somme. Il suffit pour cela de montrer qu'on peut intervertir deux 
vecteurs consécutifs ('). 

Nous ne développerons pas ici ce point, ni les propriétés géné- 
rales des sommes géométriques qui ne nous seront pas utiles dans 
la suite, mais qui sont d'ailleurs identiques à celles des sommes 
algébriques. 

3. Segrraeiits portés par nn axe — Définitions. — On appelle 
axe une droite indéfinie sur laquelle un sens de parcours a été 



(1) Les iâiai 
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4 LE(;0."iS DE TRlGO>OMKT[llb:. 

choisi, sens que l'on nomine sens positif de l'axe ; le sens contraire 
au sens positif est dit sens négatif. 

On a dérini en algèbre ce qu'on appelle la mesure algébrique 
d'on segment porté par un axe ; nous rappellerons ici cette 
définition et les propriétés essentielles de ces segments ('). 

Ktant donné un segment porté par un axe, c'est-à-dire un segment 
ayant cet axe pour ligne d'action, on appelle mesure algébrique de 
ce segment le nombre qui a pour valeur absolue la longueur du 
segment et pour signe le signe (-|-) OU { — ), suivant que le sens du 
segment est le sens positif ou le sens négatif de Taxe. 

Pour désigner la mesure algébrique d'un segment, nous tracerons, 
au-dessus des deux lettres qui désignent le segment, un trait hori- 
zontal. Ainsi, AB désigne la mesure algébrique du segment (AB). 

Remarque. — Il résulte de cette définition que les mesures algé- 
briques de deux segments égaux et de sens contraires, portés par 
un même axe, sont des nombres égaux et de signes contraires. 
Ainsi, ÂB et BA sont deux nombres égaux et de signes contraires. 
On a, par suite, 

AB + BÂ = 0. 

4, Théorème- — La mesure algébrique de la rémltanle de plusieurs 
segments, portés par un même axe, est égale à la somme des inesures 
algébriques de ces segments. 

Pour démontrer !a proposition, nous pouvons toujours supposer 
les segments placés bout à bout puisque, pour former leur résultante, 
on les place ainsi. 

1° Prenons d'abord le cas de deux segments (AB) et (BC), dont la 
résultante est (AC) (^). 

Si les deux segments sont de même sens, leurs mesures algébriques 
AU et BC sont de môme signe. La valeur absolue de la somme 
AB + BG est donc égale à, la somme AB + BC des valeurs absolues ; 
et le signe de cette somme est le signe commun des deux termes. 
D'autre part, le point B élant entre A et C, on a : 

AC = AB + BC ; 

ce qui prouve que la valeur absolue de la mesure algédrique de la 
résultante (AC) est égale à la valeur absolue de AB -f BC- D'ailleurs, 

(1) Loe II" 3, 4, 5 ne sont que la rapcoduclion losluello des n" 7 et 33 de mes isçoju dalgébre 
ëlémealoire. 
{i} Je ne fais, dans cotte dâmonatralioii, iiiionaoïmeliainaiil, oueuno figure pouf tien 
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INTRODUCTION. 5 

comme celte résultante est de même sens quejes deux segments, sa 
mesure algébrique iCc a même signe que A.B et BC, c'est-à-dire 
que AB + BC. Ou a donc bien : 

le = ÂB -f BC, 

puisque les deux membres ont même valeur absolue et même signe. 
Si lei deux sp.gmenis sont de sens conti'aires, puisque la résultante 
ne change pas quand on change l'ordre des deux segments et que la 
somme de deux nombres est indépendante de l'ordre de ces deux 
nombres, nous pouvons toujours supposer que (ÂB) est celui des 
deux segments qui a la plus grande longueur. Les mesures algé- 
briques des deux segments AB et BC étant de signes contraires, et 
puisque AB >■ BC, la valeur absolue de la somme AB -|- BC est 
AB — BC et son signe celui de AB- D'autre part, le point C tombant 
entre A et B, on a : 

AC = AB — BC, 

ce qui prouve que la valeur absolue de AG est aussi égale à 
AB — BC. D'ailleurs, la résultante étant de même sens que le 
segment (AB), AC est aussi de même signe que AB, on a donc, 



AC =r AB -i- BC 

Dans le cas particulier où les deux segments sont égaux et de sens 
contraires, leur résultante est nulle ; mais alors leurs mesures algé- 
briques sont égales et de signes contraires, et ont aussi une somme 
nulle. 

2° Le théorème, étant vrai pour le cas de deux segments, s'étend, 
facilement, au cas de plusieurs segments. 

Soient S,, Sj, S^, Sj, quatre segments, et s„ s^, s^, s^ leurs mesures 
algébriques. Soit R, la résultante de- S[ et S^, et r^ sa mesure 
algébrique ; R^ la résultante de R, et de S,, et r^ sa mesure algébrique ; 
R la résultante de R^ et S4, et r sa mesure algébrique. R est la 
résultante des quatre segments. Or, d'après lapremiëre partie do la 
démonstration, on a les égalités 

,■, r-., +.„ r, = r,+s.,„ r = r, + s,; 

r est donc le nombre obtenu en faisant la somme de s, et s^, en 
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ajoutant Sj au résultat i\, et en ajoutant .\ au nouveau résultat r^. 
Donc, par définition de la somme, on a : 

>■ -- «, + «■ + », + ».. 

ce qui démontre le théouème. 

5. Tliéorème (de Chasles). — Soient A., B, C, D, E, plusieurs points 
situés sur un axe, on a, entre les mesures algébriques des segments 
suivants, détfi-minès par ces points, la relation 

(3) ÂB -h BG + Ci5 + DE + EÂ = 0, 

Celte proposition est une conséquence immédiate de la précé- 
dente; car le segment (AE) est la résultante des segments (AB), 
(BC), (CD), (DE) et l'on a 

ÂB + BC + Ci) + i)Ê = AK. 

Ajoutons aux deux membres de cette égalité lîA et, en remarquant 
que 

AE 4- ïî"Â = 0, 

on obtient l'égalité (3). 

Remarque. — Ce théorème très important s'applique fréquem- 
ment pour trois points. Soient 0, A, lï trois points situés sur un 
axe, on a : 

OA -L AB + ïïô = 0, 

d'ofi l'on peut tirer 

ÂTi := — BÛ — ÔÂ. 

Or, en remarquant que 

— BÔ — ÛB, 

ceci s'écrit 

(4) ÀB = ÔB — OA, 

qui est une forme très usitée de la relation. 

6. Projections. — Définitions. — Étant donnés un axe xx et un 
plan P, non parallèle à cet axe, appelé plan directeur de la projec- 
tion, on appelle projeclion d'un point A de l'espace, sur l'axe xx', 
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faite parallèlemenl au plan P, le ■point d'inlei'^secHon a, avec l'axe, d'iin 
plan parallèle au plan P passanl par \ [fig. 4). 

La droite ka est ce qu'on appelle la projitanle du point A. 

Dans le cas particulier oii le plan directeur P est perpeni-liciilairo 
à l'axe de projection x'x, la projection est dite orthogonale. Les 
projetantes sont alors toutes perpendiculaires à l'axe, comme 
étant situées dans des plans perpendiculaires à cet axe. On peut 




donc dire que la projection orthogonale d'un point sur un axe est le 
pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur Taxe. 

On appelle projection d'un vecteur sur un axe le segment, porte par 
cet axe, gui a pour origine la projection de l'origine et pour exlréiuilé 
la projection de l'extrémilé du vecteur. 

Ainsi, soit (AB) un vecteur, a la projection de A, et b la projection 
de B sur l'axe x'x {fig. 4) ; le segment (ah] est la projection du 
segment (Aii) et nous écrirons : 

{a*) = proj.(AB). 

REMARQUE. — Dans le cas où tous les points que l'on projette sont 
dans un même plan avec l'axe de projectio;i, la définition précédente 
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peut être mise sous une autre forme. Les projetâmes Aa, B6, Ce... 
des divers points A, B, C... [jig. 5) ne sont alors autre chose que les 
droites d'intersection des plans projetants avec le plan de la figure ; 
ces droites sont donc parallèles entre elles, comme intersections de 
plans parallèles par un même plan. On peut donc dire que, dans ce 
cas, la projection a d'un point A est l'intersection de l'axe x'x avec 



la parallèle menée par A à une direction fixe. Dans le cas des projec- 
tions orthogonales, cette direction fixe est perpendiculaire à l'axe. 

7. Théorème. — Les projections, sur un même axe, de deux 
segments êquipoUents sont éqvipollentes. 

Soient (AB), (A'B')deux vecteurs équipollents et {ah), {o!b') leurs 
projections sur l'axe xx" {fig. 6). Menons par A une parallèle à x'x 
qui coupe ie plan projetant B en p; de même, soit p' le point où la 
parallèle menée par A' àa;a:' coupe le plan projetant B'. Les figures Apid 
et Â'p'éV sont évidemment des paraliélogrammes. Les segments (Afi) 
et (A'p') sont, respectivement, équipollents aux segments («/') et 
{a'b'). Pour prouver le théorème il suffit donc de prouver que : 

m = (.vp-)^ 

1° Les deux segments sont parallèles et ont même longueur. Car 
les deux triangles AB^, Â'B'p' ayant leurs eûtes parallèles sont 
semblables. De plus, comme AB := A'B', ils sont égaux. On a donc : 



2" Les deux segments sont de même sens. Car les deux angles 
BAp et B'A'^' ont leurs côtés, respectivement, parallèles et sont 
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égaux (commp, appartenant h des triangles égaux). Puisque (AB) 
et (A.'B') sont de même sens, (A?) et (A'P') le sont aussi; car, 
sans cela, les deux angles précédents seraient supplémentaires. 




8. Théorème. — La mesure algébrique de la projection, sur un 
axe, de la résultante de plusieurs segments est égale à la somme des 
mesures algébriques des projections de ces segments sur cet axe. 




Puisque, d'après le théorème précédent, deux segments équipol- 
leiils ont des projections équipollentes qui, par suite, ont même 
mesure algébrique, on peut toujours supposer, pour faire cette 
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démonstration, que les segments sont placés bout à bout, lIo fiiçon 
à mettre la résultante en évidence. 

Soient donc (A.B), (BC), (CD), (DE) plusieurs vecteurs dont la 
résultante est (AE) {fîg. 7). a, h, c, d, e étant les projections des 
points A, B, C, D, E sur un axe x'x, on a, par définition : 

[ab) = proj. (AB), 

[bc] = proj. (BC), 

(crf) = proj. (CD). 

[de] = proj. (DE), 

{ae) = proj. (AE). 

Or, d'après la proposition du n" \, on a : 

ae = ab -\- bc -\- cd -\- de, 

et le théorème est démontré. 

Corollaire. — Lorsque phisietirs segments, placés boni à bout, 
forment un contour polygonal fermé, la somme des mesures algébriques 
des projections de ces segments, sur un axe, est nulle. 

Car si A coïncide avec E, « coïncide avec e et on a 

^ = 0. 

Ce corollaire se démontrerait directement comme le théorème qui 
le précède, en appliquant le théorème de Chastes (n" 5). 

Remarque. — On énonce souvent le corollaire précédent sous la 
forme suivante, abrégée, mais incorrecte. 

La somme des projections des côtés d'un contour polygonal fermé, 
sur un axe, est nulle. 

9, Définition. — On appelle segment directeur ou vecteur unité 
d'un axe, un segment, porté par cet axe, qui a pour mesure 
algébrique + 1. 

Un axe est parfaitement défini par son segment directeur, car la 
droite indéfinie qui forme l'axe est la ligne d'action du segment et 
le sens positif de l'axe est le sens du segment directeur. 

Théorème. — La mesure algébrique de la projection d'un segment 
porté par un axe, sur un autre axe, est égale au produit de la mesure 
algébrique de ce segment par la mesure algébrique de la projection du 
segment directeur de l'axe qui le porte. 

Soit un segment (AB) situé sur un axe /y et (OD) le segment 
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directeur de cet axe. Projetons les deux segments (AH) et (OD) sur 
un axe x'x en {ab) et (orf). Je dis que l'on a [fig. 8) : 



1° La rûlal.ion (1) est vraie, eu valeur absolue, car les qualre plans 
projelanl 0, D, A et B étant parallèles, interceptent, d'après un 




théorème connu de géométrie, sur les deux droites y'ij et x'x, des 
segments proportionnels; on a donc : 



OD où: 

2" La relation (1) est yraie en signe. Les quatre points o, n, 6, d 
sont, d'après la manière même dont on les a obtenus, rangés sur 
x'a: dans le même ordre que les quatre points 0, A, B, D sur i/'y. 
Les deux segments (aô) et (orf) sont donc de mônae sens ou non 
suivant que les segments (AB) et (OD) sont, eux-mêmes, de même 

sens ou non. Il en résulte que les deux rapports ■ et ^^ sont 

OD orf 

de même signe. 

(01>) étant le segment directeur de l'axe y'y, on a, par délinition, 

OrJ z;^ + i. 
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La relation (1) s'écrit donc 

nb _ AB 

■^ ~ + 'i ' 
On en lire 

ai) = AB X ôrf, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. — Dans la suite, nous n'aurons plus à nous occuper 
que de segments portés par des axes et, plus particulièrement, de 
leurs mesures algébriques. Pour abréger le langage, nous convien- 
drons, dorénavant, de supprimer l'expression n mesure algébrique ». 
Ainsi, au lieu de dire la mesure algébrique du segment (AB), nous 
dirons brièvement /e segment AB. Cela ne donnera lieu à aucune 
confusion. 
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FORIVIULES FONDAMENTALES 

CHAPITRE l'RliMlEH 
ARCS ET ANGLES 

10, Mesure d'uu arc de cercle. — Mesurer un arc de cercle, 
c'est le comparer à un autre arc du même cercle que l'on prend pour 
unité. Le nombre qui mesure un ave dépend donc de l'unilé d'arc 
ehoisie('). 

On emploie, eu trigonométrie, deux unités d'arcs différentes, ce 
qui donne lieu à deux systèmes de mesures. 

1° Dans le premier système, on prend pour unité d'arc te degré, 
c'est-à-dire la 360' partie du cercle auquel appartient l'arc qu'il 
s'agit de mesurer. 

Le degré est, lui-même, partagé en 60 mmutes; et la minute en 
60 secondes. Pour désigner, par exemple, un arc de 48 degrés, 
;îl minutes, 23 secondes, on écrit : 

48" 31' 23". 

Ce mode de mesure est surtout employé dans les applications 
pratiques de la trigonométrie. 

2° Dans le second système, l'unité choisie est l'arc dont la 
longueur est égale au rayon du cercle. Ceci revient à dire qu'on 
mesure "l'arc comme une longueur ordinaire, en prenantle rayon du 
cercle pour unité de longueur. 

(I) Voir ilails les leçons i/eyéomi^lrie de M. IlaJsumrd. ie n" 7Ï. 
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Ce second mode est surtout employé dans les quostions théo- 
riques ('). 

Remarque. — Dans tout le Livre T, noas n'emploierons, pour 
mesurer les arcs, que le second mode de mesure. Pour éviter toute 
confusion, nous désignerons un arc par une letlre majuscule 
lorsqu'il sera mesuré en degrés, et par une petite lettre lorsqu'il 
sera mesuré avec le rayon pris pour unité. 

11, Problème. — Connaissanl la mesure d'un arc de cercle dans un 
système, calculer cette mesure dans Caulre système. 

Rappelons, d'abord, la proposition suivante, démontrée en arith- 
métique (^) : Le rapport des mesures de deux grandeurs est indé- 
pendant de l'unité choisie. 

Ceci posé, considérons un arc dont la mesure est A, en degrés, et n, 
en prenant le rayon du cercle comm.e unité. D'autre part, nne demi- 
circonférence a pour mesure 180, en degrés, et ■k, en prenant comme 
unité le rayon ; x désignant, comme de coutume, le rapport de la 
circonférence d'un cercle à son diamètre. Le rapport des mesures de 

l'arc considéré et d'une demi-circonférence est donc rr--, en degrés, 

et -, dans le second système. Ces rapports étant égaux, d'après la 
proposition rappelée plus haut, on a : 

(') 4 = ;- 

Cette égahté donne la solution du prohlème proposé; caj', en 
résolvant par rapport a A, on a .\ connaissant a 

(2) A = 180 a-. 

En résolvant pïir rapport à ", on a '( connaissant A 
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Remahque I. — Les formiiles précéde&tes supposent que A 
désigne la mesure de l'arc en degrés et fractions décimales de 
degrés. Lorsqu'on aura calculé A par la formule (2), il faudra 
transformer les fractions décimales de degrés en minutes et 
secondes. Ponr cela, ou muUiplie les fractions décimales de degrés 
par 60 et on a des minutes et fractions décimales de minutes. Puis, 
on multiplie les fractions décimales de minutes par 60 et on les 
transforme en secondes et fractions décimales de secondes. 

Lorsque, pour calculer a par la formule (3), l'arc aura été donné 
eu degrés, minutes el secondes, on pourra mettre cette formule sous 
une forme plus commode. Supposons que l'arc soit 

].)'> M' S", 
on aura, évidemiueul, 

, M S 

\ = n 4- ■ — ■ 

^ lin ' aiinir 



et la formule (3) s'écrit 

W " = î5o[" + 6"+SSiii} 



Remauque II. — Pour l'application pratique des formules de 
transformation précédentes, il sera bon de connaître les valeurs 

de 7[ et -. Les voici, avec dix.-sept décimales exactes, 
^ = 3,141o92'i5358979323, 
- ^ 0, 81 830tl886i 8379067. 

Dans les calculs pratiques, il wuflil, ou général, de prendre les 
valeurs approchées 

^^3,i4ir> cl i = 0,3183. 

Exemple I. — Calculer la mesure, en degrés, de l'arc de cercle donl ta 
longueur est Égale au rayon. 
loi, on a n ^ 1 ; la formule (2) donne donc : 

A = 1 80 X r — S7*,29o8 {par es:cês). 
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Iran s formant les fractions décimales de degrés i 



Exemple II. — Calculer la louQueur de l'm-c '.le 10", le rayon du cercle Hant 
pris pour tmilé. 

On a, ici, A = ——^{deyréa); la. formule (3) donne donc ; 

avec Ireizo chiffres décimanx oxacls. 

12. Arcs dirigés. — Définitions. — On dit qu'un cercle est 
orienté dès qu'on a défini, sur la circonférence de ce cercle, un sens 
de parcours appelé sens positif; le sens conlraire au sens posilif se 
nomme sens négatif. Un cercle orienté est donc analogue à un axe. 

Pour préciser le sens positif, on peut s'y prendre de la façon 
suivante : soient OA et OB {fig. 9) deux rayons rectangulaires du 
cercle ; le sens posilif est parfaitement défini lorsque l'on dit que 
c'est le sens dans lequel se déplace un mobile qui va de A en B en 
décrivant un (/uadraitt {quart de circonférence). On prend, en 
général, en trigonométrie, comme sens posi- 
tif, le sens inverse du mouvement des 
aiguilles d'une montre; mais ce choix. n"a 
rien d'obligatoire et souvent il est utile de 
faire autrement. Il arrive même, quelquefois, 
qu'il est utile de prendre, sur un même 
cercle, deux sens positifs différents pour 
deux catégories d'arcs distinctes. 
13, En géométrie, on appelle arc de cercle 
i'"- '*■ l'une des deux portions de ce cercle limitée 

par deux points de sa circonférence. En 
trigonométrie, on se sert d'une notion plus générale de l'arc, où 
intervient, non seulement la longueur de l'arc, maïs encore le sens 
dans lequel il est parcouru. C'est une notion analogue à celle des 
segments. 

Étant donnés deux points A et B, sur un cercle orienté, nous 
appellerons mesure de l'arc dirigé AB, ou, simplement, mesure de Parc 
AB, la mesure de l'un des chemins décrits, sitr la circonférence du 
cercle, par un mobile qui. parlant de A, est allé jusqu'en B ; ce nombre 
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étant précédé du signe (+) ou du signe ( — ) suivant que le mobile s'est 
déplacé dans le sens positif ou dans le sens négatif. — Le point A, 
point de départ du mobile, est l'origine de l'arc; le point B, point 
d'arrivée du mobile, est Yexirémité de l'arc. 

Pour énoncer un arc AB, on énonce d'abord l'origine et, ensuite, 
l'extrémité. On écrit AB, en surmontant les deux lettres qui désignent 
l'arc du signe r^, pour écrire la mesure de l'arc d'origine A et 
d'extrémité B. 

Il faut remarquer, de suite, que, tandis qu'un segment, porté par 
un axe, n'a qu'w«e mesure algébrique, un arc, porté par un cercle 
orienté, a une infinité de déterminations. En efl'et, dans la définition 
précédente, le mobile qui se déplace de A on B, sur ie cercle, peut, 
d'abord, aller soit dans le sens positif, soit dans le sens négatif. De 
plus, le chemin décrit peut être plus grand que la circonférence 
totale du cercle, carie mobile peut, avant de s'arrêter en B, y passer 
plusieurs fois et ainsi faire une ou plusieurs fois le tour complet du 
cercle. Ceci se précisera, d'ailleurs, dans la démonstration du théo- 
rème qui suit, 

La notation AB désigne, alors, Vune des déterminations de l'arc 
dirigé AB. 

14. Théorème. — Les diverses déterminations d'un même arc ne 
diffèi-ent entre elles que par des multiples entiers^ positifs, négatifs ou 
nuls, de la mesure de la circonférence du cercle. 

Soient, en effet {fig. 10), deux points A et B de la circonférence 
d'un cercle orienté. Cherchons à évaluer 
toutes les déterminations de l'arc AB. 

Supposons, d'abord, qu'un mobile, en 
partant de A, se déplace dans le sens posi- 
tif (sens de la flèche). Lorsqu'il rencontrera, 
pour la première fois, le point B, it aura 
décrit un arc géométrique ÂMB dont la 
mesure est «;par suite, il aura décrit un arc 
dirigé dont la mesure est + a. C'est une " 

r^ F(o. 10. 

première détermination de AB. Si, quand 

le mobile est parvenu une première fois en B, on imagine qu'il 
poursuive sa roule dans le sens positif, il reviendra une seconde 
fois au point B après avoir fait un tour complet sur le cercle. Il aura 
donc décrit un chemin géométrique total égal à a + 2îr (en prenant 

le rayon pour unité); et un arc AB égal à + « + 2ii. De même, si. 

LeçoïJS de TRlGOMOMftïKIB. 3 
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après avoir passé une première fois en B, le mobile fait deux fois le 
tour (le la circonférence, il aura décrit une troisième détermination 
de l'arc aB égale à + a -|- 4ir. D'une manière générale, si, après le 
premier passage en B, le mobile fait ;) fois le tour de la circonférence, 
dans le sens positif,, il aura décrit une détermination de l'arc AB 
égale h -\- a ~\- ipiz. Il résulte de là que toutes les déterminations 

positives de l'arc AB sont de la forme 

(1) a + 2p., 

p étant un entier, positif ou nul. 

Supposons, maintenant, que le mobile, en partant de A, se déplace 
dans le sens négatif (contraire k la flèche, fig. '10). Lorsqu'il 
atteindra, pour la première fois, le point B, il aura décrit un certain 
arc géométrique ANB et cet arc a, manifestement, pour mesure 
2n — a, puisqu'il est égal à l'excès de la circonférence tout entière 
sur l'arc AMB. La détermination de l'arc dirigé AB, décrite, est donc 
— (2îr — a) oa a — 2%, puisque le mobile va dans le sens négatif. 
Après avoir passé une première fois au point B, le mobile pourra 
encore y revenir un nombre infini de fois, en faisant une ou plusieurs 
fois le tour de la circonférence dans le sens négatif. Si, par exemple, 
il a fait g tom's, il aura décrit, en tout, une détermination de l'arc AB 
égale à a — 2-k — 2qit ou a — 2 {q -^ 'l)i^. Toutes les déterminations 
négatives de l'arc AB sont donc de la forme 

(2) a-2(q+i]^, 

q étant un nombre entier positif ou nul. 

Les deux expressions (1) el (2) peuvent se réunir en une seule et 
on voit, en résumé, que, a désignant la plus petite détermination 
positive de l'arc AB, toutes les autres sont de la forme 

(3) a + ï fa, 

oti k désigne un nombre faWet^ positif, négatif ou nul. 

Le théorème énoncé découle, immédiatement, de là. Soient, en 
effet, a et a' deux déterminations quelconques de l'arc AB ; on aura : 

a = û + 2/cii, 
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k et /;' étatiL deux certains nombres entiers, positifs, négatifs ou 
nuls. En retranchant ces deux égalités, membre à membre, il vient 

„ - «' = 2 (/c - V) ^. 

k — W étant un nombre entier, positif, négatif ou mil ; cette égalité 
prouve bien que a. et «' ne difl'èrenl que par un multiple entier, 
positif, négatif ou nui, de 2^, 

Remarque I. — II résulte de ce qui précède que, si a est l'une 
quelconque des déterminations de l'arc AB, toutes les autres sont 
données par l'égalité 

fl] AB = a + 2/(7(, 

Où h désigne un nombre entier, positif, négatif ou nul ('). 

Cette formule suppose que l'on prend le rayon comme unité d'arc. 
Si l'on prend le degré pour unité, la mesure de la circonférence est 
360 et il faut remplacer, dans ce qui précède, 2^ par 360. A désignant, 
alors, l'une quelconque des déterminations de l'arc Alî, on a, pour 
lotîtes les autres, 

[2] AB — A + /(. 360. 

Remarque II. — Les formules [1] et [2] donnent non seulement la 
forme de toute détermination de l'arc AB, mais sont encore telles 
que, réciproquement, elles fournissent quel que soii h, une do ces 
déterminations. 

On peut encore énoncer ce résultat sous la forme suivante : la 
condition nécessaire et suffisante pour que deux arcs aijant même 
origine aient aussi même extrémité fit qu'Us diffèrent d'un multiple 
entier, positif, négatif ou nul de la mesure de la circonférence du 
cercle. 

15. Congruences. — Les diverses déterminations d'un môme arc 
ne diffèrent entre elles, comme nous venons de le voir, que par des 
multiples entiers de la mesure de la circonférence. 

Dans la suite, nous aurons, très souvent, h parler d'arcs de cette 
nature qui sont égaux à un multiple de la circonférence près. Pour 
abréger le langage et l'écriture, nous emploierons une notation 
simplifiée. 

(I) L^a forniulea nuinérotécs on coractiifo ffiiis placés uiitru cmthels sont das formulca 
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Nous dirons que deux arcs sont congrvs s'ils ne diflfèrent que par 
un multiple entier, positif, négatif ou nul, de la mesure de la circon- 
férence ('). Pour écrire que deux ares sout congrus nous emploierons 
le signe ^, analogue au signe =;, mais avec une petite barre supplé- 
mentaire. Ainsi, acib étant deux arcs mesurés avec le rayon, pris 
pour unité, la congrucnce 



signifie que 

a = i + U^, 

k étant un certain nombre entier, positif, négatif ou nul. 

Les congruences jouissent de propriétés semblables h celles des 
égalités. Voici celles qui nous seront utiles, 

1" Deux arcs congrus à im troisième sont congrus entre eux. Car 
si l'on a 



ceci veut dire que 
on en couckit 
et, par suite, 



puisque k el k' sont deux nombres entiers, positifs ou négatifs. 

2° On peut ajouter un même nombre aux deux membres d'ttiie 
congnience. Car lacongruencé 



a ^ b {mo,l <■]. 

ma lea Zt^cons d'Ai-illnnêtiqm ilo M. Tonnerj, le n» 500), Dana la cas acliiel, 
iilîèrant quo par un multiple entier, paaitif ou négatif, de Si sont oongnis 
module !«; mais, comme, dans lo coups de cet ouvrage, ooua n'aurons janiai 

, en sou8-8ntondaQl que celte oougiiience est rolatïvo ou module Su. Cud n< 
ucUDO ainbignïté. 
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signifie que 

k étant un entier, positif, ou négatif. Ajoutons aux deux membres 
de cette dernière égalité un nombre quelconque c, il vient : 

a^c = b+c+ 2fe, 



3" On peut ajouter ou retrancher, membres à membres, plusieurs 
congrupnœs. Supposons, en effet, fjue l'on ait : 



c^d. 



ceci veut dire que 



a = />+ Uv, 
c=-d-\- Ik'-iz, 
e = f-{-W-K, 

k, /t'. A" étant trois entiers, positifs ou négatifs. En ajoutant, membres 
à, membres, ces trois égalités, il vient : 

a + c + e = l,+d+f+i{t + L' + //>. 

Ce qui prouve que 

«.j-c-he = & + </ + /■- 

Remarque. — Dire qu'un arc est congru à 0, c'est, par délinitîon, 
dire que cet arc est un multiple entier, positif ou négatif, de Stc. Il 
résulte de ce qui précède que la congruence 



fl — 6 =: 0. 

16. Théorème. — J}eux arcs éc/aux et de signes contraires, gui onl 
même origine, ont leurs extrémités symétriques par rapport au diamètre 
qui passe par leur origine commune. Supposons, en effet, que deux 
mobiles partent ensemble d'un même point A d'un cercle orienté et 
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se déplacent sur ce cercle de façon h êlre constamment symé- 
triques par rapport au diamètre AA' qui passe en A (fig. 11). Les 
chemins que décriront ces deux mobiles seront évidemment égaux 
et de signes contraires, puisqu'ils se déplacent en sens contraires, 
l'un dans le sens de la flèche f, 
l'autre dans le sens/*. 

Donc, lorsque l'un aura décrit un 
ceriain arc a et sera parvenu en H, 
l'aulre aura décrit l'arc ( — a) et 
sera parvenu au point M', symé- 
trique de H par rapport à AA' 
puisque les deux mobiles sont tou- 
jours symétriques. 
Fin. 1 1 , Kéc/proquemenl, lorsque devx arcs, 

(lui ont même origine, ont leurs 
extrémités symétriques, par rapport au diamètre qui passe par leur 
origine commune, l'un de ces deux arcs est congru à Vautre changé de 
signe. 

Soient les deux arcs AM et AM' tels que M et M' soient symétriques 
par rapport au diamètre AA' {fia. li). Si un mobile, en parlant de 
A, décrit l'arc — AM, il parviendra, comme nous venons de le voir, 
en M'. I.es deux arcs — AM et AM' ayant même origine et même 
extrémité, sont donc coii^^rus (n" 14), 




AM' = — AM. 

17. Définition. — Deux arcs sont dits supplémentaires lorsque la 
somme de leurs mesures est égale à la mesure d'une demi-circon- 
férence. Deux arcs sont dits complémentaires lorsque la somme de 
leurs mesures est égale h la mesure d'un quadrant (quart de 
circonférence). 

Ainsi, les arcs a ni n ^ a sont supplémentaires; 



et -- 



■nt complér. 






^héoTème. ~ Deux arcs supplémentaires, qui ont m&me origine, ont 
leurs extrémités sur une parallèle au diamètre qui passe par leur 
origine commune. 

Faisons décrire à un mobile, en partant du point A du cercle, un 
arc a, et soit M le point d'arrivée. 
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Pour faire décrire Èi un autre mobiie l'arc Tt — a, nous commen- 
cerons par lui faire décrire Tare ( — a) ; il arrivera ainsi, en partant 
du point A, au point M' symétrique de M par rapport à AA' {fig. 11), 
d'après le théorème qui précède. Puis, faisons lui décrire l'arc x, 
c'est-à-dire une demi-circonférence, il parviendra enfin au point M, 
diamétralement opposé au point M'. Or, M|M' étant un diamètre, 
l'angle M|MM' est un angle droit et, comme MM' est perpendiculaire 
sur ÂA', M,M lui est paraltèle. 

Itéciproquement, si derta: arcs, qui ont même origine, ont leurs extré- 
mités SUT une parallèle au diamètre qui passe par leur origine 
commune, l'un de ces arcs est congru au supplément de Vautre. 

Soient les deux arcs AM et-AMi tels que {fy. 11) la droite MM; soit 
parallèle au diamètre AA'. Nous venons de voir que l'arc u — AM, 
qui a pour origine A, a pour extrémité M, ; il est donc congru à 
l'arc AMj(n''M4et 13) : 

AM. := B — AM. 

18. Théorème. — Lorsque deux arcs, qui ont même origine, diffèrent 
d'une demi-circonférence , leurs extrémités sont diamétralement 
opposées. 

Cette proposition est presque évidente, car 
si, en partant de A sur le cercle, un mobile 
décrit un are a et parvient en M, pour décrire 
l'arc a -f ir {^g. 12), il devra, après avoir j 
atteint le point M, décrire encore l'arc k, 
c'est-à-dire une demi-circonférence, ce qui 
l'amèneraau pointM' diamétralement opposé 
à M. 

Réciproquement, si deux arcs, qui ont même 
origine, ont leurs extrémités diamétralement opposées, l'un de ces arcs 
est congru à l'autre augmenté d'une demi-circonférence. Car î'arc 
AM -[- it ayant pour origine A est, d'après ce qui précède, terminé 
en M'. 

Donc 

AM' = AM + TT. 

On peut encore dire que ces deux arcs diffèrent d'un multiple 
impair de demi-circonférences. 
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19 Résumé. — Les propositions qui font l'objet des trois numéros 
précédents sont très utiles et il est bonde leur accorder une mention 
toute spéciale. Nous les résumons dans les trois égalité suivantes : 

[3j AM ^i. — - A.M, M et JI' symétriques par rapport à AA' ; 

[41 AM' = Tt — AM, M et M' sue me parallèle à AA'; 

[5] AM' ^ ^ -f" AM, M et m' diamélrahmenl opposés. 

20. Addition. ~- Théorème. — Étant donnés plusieurs points 
A, B, C, D, E sur ii» cercle orienti^, on a, entre tes mesures des arcs 
déterminés par ces points, la relation 

r^ (T^ r~^ r~-i /-~-i 
[6] AB + BG + CD + DE + EA — U. 

Celte proposition résulte, presque immédiatement, de la remarque 
suivante : si un mobile, en partant d'un point A sur un cercle, se 
déplace toujours dans le même sens et 
revient au point de départ A, la somme 
des chemins qu'il aura parcourus sera 
évidemment égale h un nombre entier 
de circonférences et, par suite, sera 
congrue à zéro. 

Ceci posé, considérons un mobile 

partant du point A et se déplaçant dans 

le sens positif sur le cercle; il atteindra, 

F,o. 13. à un certain moment le point B{/ï(?. 13), 

et soit a Tare positif ainsi décrit, a sera 

la plus petite détermination positive de l'arc AB, et on aura pour 

lout autre détermination : 

Le mobile ayant atteintB, obligeons-le à poursuivre sa route dans 
le sens positif si soit b l'arc qu'il aura décrit en arrivant en C. f> sera 
la plus petite détermination positive de l'arc BC et on aura : 



El ainsi de suite; faisons toujours tourner le mobile dans le sens 
positif en passant par D, E et revenant au point A. Il aura ainsi 
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décrit les plus petites déterminations positives c, d, e des arcs CD, 
DE, EA, et on aura : 

CD = c, 

r~\ 

DE =: rf, 



Mais, d'après notre remarque préliminaire, le mobile ayani 
toujours marché dans le sens positif et étant rôïcnu au point A, 
la somme 

a + b ^ c + d + e 

des chemins parcourus est congrue à zéro. 

D'autre part, en ajoutant les congruences précédentes membres ;i 
membres, on a: 



Cas de deux points. — Appliquons le théorème précédent au c 
particulier de deux points A et B. On aura : 



ce qui donne : 

[7] M=: — AB. 

Nous exprimons ceci en disant que les deux arcs AB el BA son 
eongrus el de signes contraires. 

Cas de trois points. — Dans le cas de trois points A, B, C, l 
relation [6] donne : 

r~; r-\ r-\ 

Ali + BC + GA = 
qui peut s'écrire 



ou encore, puisque — BC est congru à GB, 

r\ r\ r~-\ 
[8] AB:=CB — CA. 
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Corollaire. — On a, entre les mesures des arcs déterminés pa- 
points A, B, C, D, E, la relation 



r^^ r\ O , C^ , 



r^ 



[9J AE = AB + BC + CD + DE. 

Ceci est une conséquence immédiate de la formule [ 
d'ajouter aux deux membres AE et remarquer que 



AE + EA =: 0. 

Remarque. — Le lecteur n"a sans doute pas été sans être frappé 
de la si'aide analogie qui existe entre ce théorème et celui de 
Chastes (n" 4). D'ailleurs, d'une façon générale, lout ce qui a été 
dit pour les mesures algébriques de segments portés par un axe 
s'applique, sans modifications, aux mesures d'arcs, à condition de 
remplacer les égalilén par des congruences. 

21. Angles. — Définition. — De même que nous avons substi- 
tué à la notion d'arc géométrique ia notion plus générale d'arc 
dirigé, nous élargirons aussi la notion géométrique de l'angle. 
Nous dirons qu'un plan est orienté dès qu'on a donné dans ce 
plan un sens positif pour les 
rotations. Le sens contraire 
au précédent sera dit « sens 
négatif». 

Étant, alors, données, dans 
un plan orienté, deux demi- 
droites ox et oy {fig. 14}, 
issues d'un même point o, 
nous appellerons mesure de 
l'angle que fait ox avec oy la 
mesure de l'un quelconque des 
angles dont il faut faire tour- 
ner oxpour l'amener à coïncider 
avec oy ; cette mesure étant précédée du signe {-\-) ou du signe { — ) 
suivant que ox a tourné dans le sens positif ou dans le sens négatif. 
Le côté ox est ce qu'on appelle le côté origine; oy est le côté extré- 
mité. Pour désigner la mesure d'un te! angle on écrit ox,oy, en 
écrivant le côté origine le premier. 

On peut remarquer, immédiatement, que, de môme qu'un arc, un 
angle a une infinité de déterminations; car, outre que le rayon ox 
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peut tourner dans deux sens différents, il peut encore Taire plusieurs 
tours autour de o avant de s'arrêter sur oij. 

22. L'élude des angles se ramène à celle des arcs de la façon 
suivante. On sait, en géométrie, qu'un angle au centre a même 
mesure que l'arc (géométrique) compris entre ses côtés pourvu 
qu'on prenne, comme unité d'angle, l'angle au centre qui comprend 
entre ses côtés l'unité d'arc('). Considérons, alors, l'angle de ox 
avec oy (fig. 14) et décrivons, du sommet o de l'angle comme centre, 
un cercle que nous orienterons dans le même sens f que le plan. 
Ce cercle coupera les eûtes ox et oy, respectivement, en A. et B et il 

est manifeste que l'angle ox, oy aura même mesure qufi l'arc 

dirigé AB. En effet, tandis que ox tourne autour de o, le point A se 
déplace sur le cercle et lorsque ox coïncide avec oy, A coïncide avec 
le point B; le chemin décrit par A mesure donc l'angle décrit par ox. 
D'ailleurs, comme les sens positifs sont les mêmes sur le cercle et 
dans le plan, les deux mesures, celle de l'arc et celle de l'angle, 
auront les mêmes signes. 

Il résulte de lÈi que tout ce que nous avons établi pour les mesures 
des arcs s'applique, sans modifications, aux angles. Nous nous 
contenterons d'énoncer les divers résultats. 

Théorème. — Les divei'ses déterminations d'un angle ne diffèrent 
entre elles que par des multiples entiers, positifs, négatifs ou nuls, de 
2jc 011 de 360, suivant l'unité de mesure choisie. 

Ainsi, si « est l'une des déterminations de l'angle de ox avec oy, 
mesuré avec l'angle qui correspond à. l'arc égal au rayon, pris pour 
unité, toutes les autres sont données par la formule 



[10] 0.1,0!/ = . + 2/™, 

Si, au contraire, l'unité d'angle est le degré, on a : 

ril] ox,oy = A + km), 

A étant la mesure de l'angle « en degrés, k désigne, dans ces deux 
formules, un nombre entier, positif ou négatif. 

En employant le langage et l'écriture abrégés, on dira que deux 
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déterminations de l'angle ox, oy sont co»o'nies; et on éci 
égalilésprécëdeiiles sous les formes : 



23. Théorème. — ox, uy, oz, ol, étanl plusieurs demi-droiles iisites 
d'un niême point o, datis un plan orienté, on a, entre les angles qiCelles 
forment, la relation 

[12] ox, oy -j- oy, oz + oz, o£ + ot, ox ^ 0. 

Dans le cas particulier de dettx droites on a : 

ox,oy -\-oy,ox:=^0, 
ce qui donne : 

[13] oy,ox = -'Ox,oy. 

Les deux angles oy, ox et, ox, oy sont congrus et de sir/nes contraires. 
Pour trois droites on a : 

ox,oy -\- 0)/,oz -\- oz, ox ^ 0, 

d'où on conclut 

[14] ox,oy:s: oz,oy — oz, ox; 

relation qui permet de calculer l'angle de deux directions, connais- 
sant les angles qu'elles font avec une troisième direction origine oz. 
Corollaire. — Étant données plusieurs demi-droites ox, oy, oz, ol, 

[15] ox, ot s; 0^, oy -j- oy, oz -\- oz, ol. 

EXERCICES 

1. Évaluer en degrés, minutes et secondes les arcs dont les longiieui-s soni : 
22 y/â + v''3 .■rL~, ?.^f' 

le rayon du cercle i^iant pris pour iiniié. 
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2. Quelles sont les longueurs (3es arcs de 

10°, 23' n', 3'fi2'i3". 

3, Comment sont placées, sur le cercle, les eiitvémiliis des arcs dont les loiigiieii 



tous ces arcs ayant même origine? 

4, Clalculei' le; compléments el supplâm^nls de:^ angless 

15»S3', 193°6', 243«13'6". 

5. Étant donné, sur un cercle orienté, un point n\e 0, un point M du cercle sera 

parfaitement défini si on se donne la mesure de l'arc dirigé OM. Appelons ce nombre 



ïabscisse enroiligne du point H. 



s de l'abscisse de l'extrémité li s 



CUAPimK H 

DÉFINITIONS DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES 



24. Définition. — Nous appellerons cercle Irigommétiique un 
cercle orienté dont le rayon est égal ii l'unité de longueur. 

Dans toute la suite de ce premier livre, nous considérerons toujours 
les arcs comme mesurés avec un arc-unité égal au rayon. De telle 

façon que le quadrant aura pour mesure^; la demi-circonférence tt; 

et la circonférence tout entière 2-. 

11 sera très facile au lecteur de transposer, plus tard, les formules 
en degrés lorsque le besoin s"en fera sentir. 

25. Cosinns. — Définition. — Étaut donnés, sur un cercle 
tri g on orné trique 0, un ou plusieurs arcs d'origine A, nous 
appellerons axe des cosinus relatif aux arcs d'origine A l'axe x'x 
(^(/. IS) dont ie segment directeur est OÂ (c'est-à-dire dont la droite 



y Google 



30 l.tÇO.\S IIE TIllGOMOStliTUli;. 

indÉfinie est OA et dont le sens positif est de vers A. — Voir n° &}. 

0)1 ajipelle cosinus d'un arc AM le segment OP(') projection ortho- 
gonale du vecteuj- (OM), (jui joint te centre du cercle à l'extrémité H 
de l'arc, sur l'axe des cosinus relatif à cet arc {fig. IS). 

On désigne le cosinus d'un arc a par la notalion : cos a; ce qu'on 
lit : cosimtsa. 

Il faut remarquer, de suite, que la définition précédente montre 
que le cosinus d'un arc ne dépend siucunement de la position de son 




origine A sur le cercle ; car, modiner la position de l'origine sans 
changer !a grandeur de l'arc, revient à faire tourner la figure 15 
autour du point dans son plan, ce qui ne modifie nullement OP. 
De plus, ie cosinus ne dépend que de la position relative de Textré- 
mité M par rapport à l'origine A ; donc deux arcs congrus ont le même 
cosinus. Ceci se traduit par régalité 

[16! cos (a -f- 2^7c) = cos a, 

o(i /.■ est un nombre entier arbitraire, positif ou négatif. 

26. 'Variation du cosinus. — Soit ÂM (fig. 15) un arc d'un cercle 
trigonomé trique et proposons-nous d'étudier la variation du cosinus 
de cet arc lorsque son extrémité M décrit le cercle tout entier, dans 
le sens positif, en partant du point A. 

Soit B l'extrémité d'un arc égal à, -|- , d'origine A. Les deux 
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diamètres AA' et BB' partagent le cercle en quatre quadrants que 
l'on numérote dans l'ordre dans lequel on les rencontre en partant 
du point A et en tournant dans le sens positif sur le cercle ('). 

Lorsque le point M décrit le premier quadrant, de A vers B, sa 
projection P sur l'axe des cosinus x'x va de A en 0. Le cosinus est 
positif et décroît de ÔA = + 1 à zéro. 

Quand le point M décrit ensuite le second quadrant BA', le point P 
e en A'. Le cosinus est négatif Bt continue à décroîlre de zéro à 



OA' 



- l. 



Le point M décrivant le troisième quadrant A'B', le point P revient 
de A' en 0. Le cosinus est encore négatif at croît de — 1 à zéro. 

Enfin, lorsque M décrit le quatrième quadrant B'A, P va do 
en A. Le cosinus est positif et croît de zéro à -|- 1. 

Ceci peut s'exprimer d'une autre manière. Soit x l'arc AM; pour 
que, le point A restant fixe, l'extrémité M décrive !e cercle tout 
entier dans !e sens positif, il suffit de faire varier a; de à Sn. 



Lorsque l'arc x atteint les valeui 



•2' ' 



poi 



M esl. 



respectivement, en B, A' et B'. 

La variation précédente peut, alors, se résumer dans le tableau 
suivant qu'on lit de haut en bas et dans lequel les valeurs de x sont 
rangées par ordre de grandeur croissante. 



1" Qîiad. 
2' QiKid. 



+ i 



dccioit 1 positif. 



décroît { négatif. 

croît '^ndgalif. 



croit I posai f. 



Remaeque. — De ce qui précède, il est facile de déduire 1 
variation du cosinus lorsqne l'arc x prend toutes les valeur 



ravons fait remarquer plus liaul (ii" 12), I 
. en B ea décrivant un quBdraot. 
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possibles de — m à + =^- ï-n elYiit, lorsque x croît de 2k à 4ii, 
l'extrémité M de l'arc fait le tour du cercle exactement de la même 
façon que lorsque x variait de à Sti. Il en est de même lorsque x 
varie de i-n à &tz, de 6:1 à Sx, etc. ; et, aussi, de — 27c à (J, de — is ù. 
— 2tu, etc. Il en résulte que dans les intervalles 

...,(— 4^, _2^), [_27t,0), (0,2x),(-27t,4Ti), (4x, 6ti), ... 

la variation est la même. Le cosinus repasse donc, périodiquemeni, 
pour des valeurs de x distantes de Stt en Stt, par les mêmes valeurs. 
27. Sinns. — Définition. — Étant donnés, sur un cercle trigono- 
métriquD, un ou plusieurs arcs d'origine A, on appelle axe des sinm 
reiatif aux arcs d'origine A 
l'axe j/y {{ig. 16) obtenu en 
faisant tourner Taxe des cosi- 
nus de ces arcs d'un angle 
droit dans le sens positif. 
On a donc : 




t,oy : 



= + ? 



On peut remarquer de suite 
que si B est l'extrémité du 
premier quadran t d'origine A, 
le segment directeur de l'axe 
y' y est ÔB. 

On appelle, alors, sinus d'un arc AM le segment OQ projection 
orthogonale du vecteur (OM), qui joint le centre du cercle à 
Vexlrémité M de Van, sur Vaxe des sinus relatif à cet arc {fig. 16). 

On désigne le sinus d'un arc a par la notation sin o ; ce qui 
s'énonce : sinus a. 

Comme pour le cosinus, deux arcs congnis ont le même sinus, on a 
donc : 



[17] 



sin ■;« + 2/f7r) = s 



k désignant un entier positif ou négatif. 

28. Variation du sinus. — Imaginons encore que, l'origine A d'un 
arc AM restant fixe, son extrémité M décrive le cercle dans le sens 
positif. Marquons encore les quatre quadrants successifs en conser- 
vant les mêmes notations qu'au n" 26. 
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Lorsque M décrit le premier quadrant AB, sa projection Q, sur 
l'axe des sinus, se dùplace de en B. Le sinus est positif ii\. croît de 
zéro à CTB = + I . 

M décrivant le second quadrant BA', Q revient de iî en 0. 1.c sinus 
est encore positif el décroît de + 1 à zéro. 

Quand M décrit le troisième quadrant A'B', le point Q va de 
en B', Le sinas est négatif ei décroît de zéro à OB' = — 1. 

Enfin, lorsque M décrit le dernier quadrant ïf'A, Q revient de 
B' en 0. Le sinus est encore négatif ci croit de — là /.éro. 

En remarquant, comme nous l'avons déjà fait, que, lorsque l'arc x 
croît de à 2jr, son origine A restant fixe, l'extrémité M décrit tout 
le cercle dans le soua positif, cette variation se rL'Sume dans le 
tableau suivant ; 



2" Quad. 

3' Quad. 
4" Qmid. \ 



\ ^ 


", 


■ 1 


-1- 1 




..,,u 


, 





3^ 


— i 


' ?- 






positif. 



positif. 

, niQalif. 
négatif. 



29. Remarques. — Les variations précédentes du cosinus et du 
sinus donnent lieu aux remarques suivantes : 

■{" Le cosinus et le siims d'un arc sont toujours compris entre 
~\el +\. 

. 2° Le cosinus s'annule lovsque l'on est wi mulliplo impair, positif 
ou négatif, de -. Car le cosinus s'annule lorsque l'extrémité M{/if/.i6) 

est en B ou B', c'est-à-diro lorsque l'arc est congru à- ou — . L'arc 

est, alors, de la forme 2k-!z -]- - ou SAtt -j- — ; par suite, c'est un 

multiple impair quelconque de , 
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3" Le simis s'annule lorsque l'arc e^l un rmdliple entier de ir. Car 
le sinus s'annule lorsque M {fif/. \G) est en A ou en A', c'est-à-dire 
lorsque l'arc est congru à ou à 7>. 

30. Tangrente. — Définition. — Étant donné un point A sur un 
cercle trigonométrique {fis-il), on mène au point A la tangente /'' 
au cercle et, sur celte tangente, on choisit un sens positif parallèle à. 

celui de l'axe y'y "^^^ sinus des arcs 
d'origine A. L'axe ainsi défini est ce 
qu'on appelle l'axe des favgentes relatif 
aux arcs d'origine A. 

On appelle alors tangente d'un arc AM 
le segment AT [fig. 17), ■porté par l'axe 
des tangentes, ayant pour origine l'ori- 
gine A de l'arc et pour extrémité le point 
d'intersection T du diamètre du point M 
auec l'axe. 

On désigne la tangente d'un arc « par 
la notation : langa ou tgn; ce qui 
s'énonce : tangente a. 

Deux arcs congrus ont même tangente ; 

mais ici il y a plus. Deux arcs qui 

diffèrent d'un midtiple quelconque de tt 

ont même tangente. Soit, en effet, a 

l'arc AM. Tous les arcs terminés en M 

ou en M', diamétralement opposé à M, 

Ij' ont la même tangente que l'are a. Or, 

Fio. 17. les arcs terminés en M diffèrent de a 

d'un multiple pair de ic et tous les arcs 

terminés en M' diflerenl de a (n° 18) d'un multiple impair de tt. 

Donc, en réunissant ces deux cas, tous les arcs terminés soit en M 

soit en M' sont de la forme In -\- a. 

On a donc : 

)181 \g\k^ + a] = itia. 

31. Variation de la tangente. — L'origine A de l'arc AM (fig. 17) 
restant fixe, faisons décrire à l'extrémité M tout le cercle dans le 
sens positif. 

Lorsque le point M décrit le premierquadrant AB, lepoinlT, oùle 
diamètre de H coupe l'axe des tangentes ('(, se déplace dans le sens 
positif sur cet axe et décrit le demi-axe Ai tout entier. 
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A mesure que M se rapproche de B, le diamètre MM' tend à 
prendre la position BB' parallèle à t't et le point T s'éloigne indéfi- 
niment dans le sens positif. Donc, lorsque H décrit ie premier 
quadrant la tangente part de zéro et croll sans cesse et an delà de 
toute limite. 

Lorsque le pointM {fig. 17) dépasse le point Bet arrive dans une 
position telle que M,, le point T se trouve en une position telle que 
T, sur le demi-axe négatif A.('. La tangente est négative ; par 
conséquent, lorsque M a traversé le point B, la tangente a passé 
brusquement de -f- m à ^ «j ('). 

Quand M décrit le second quadrant, T remonte tout l'axe négatif 
AC pour revenir au point A. La tangente est négative et croit de — oo 

Lorsque le point M décrit le troisième et le quatrième quadrant, 
c'est-à-dire la demi-circonférence A'B'A, la tangente reprend les 
valeurs précédentes et dans le même ordre. En effet, lorsque M' 
décrit le demi-cercle A'B'A, le point diamétralement opposé M 
décrit le demi-cercle ABA' et les arcs terminés en M' et M {flg. 17) 
ont même tangente Aï. 

On peut résumer celte variation, comme les précédentes, dans le 
tableau suivant : 



1" Qiaul. 
3" Qiiad. 



i' Quad. 



7,Z \„ 



Remarque, — Lorsqu'on connaît la variation de la tangente, 
lorsque x croit de à te, on connatt, dn même coup, sa variation 
lorsque x croît de — oo à -|- oo. Car, comme nous venons de le 

page 163; n° 113, page 330; et lea n" I2i 
voriatiuns. 
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voir, de it à 2Tr elle varie comme de à ^. Puis, de "71 à 1)^, de JÎti: 
à 4k, etc., ainsi que <ie — -jt à 0, de — Stt à ir, etc , la \arialion est 
aussi la même que lorsque x croît de à it puisque, dans ciiacun de 
ces intervalles, l'extrémiLé M de l'arc décrit une des deux demi- 
circonférences ABA' ou A'B'A. 

Lorsque x croit, la tangente reprend les mêmes valeurs de it en « 
tandis que le cosiuus et le sinus ne les reprenaient que de 27u en Sti. 

32. Cotan^cnte. — Définition. — Soit A un point d'un cercle 
Lrigonomé trique et Jî le point tel que 

AB = +-. 



Menons, an point B, la tangente z'z au cercle et prenons, sur cette 
tangente, un sens positif parallèle au sens positif de l'axe des 




cosinus des arcs d'origiue A, L'axe ï'î ainsi défini {/tg. 18) est ce 
qu'on appelle Vaxe des cotangentes relatif aux arcs d'origine A . 

Ceci posé, on appelle cotangente d'vn arc AM le segment BZ, porlà 
par Uaxe z'z des cotangentes, ayant pour origine le point de contact B 
de cet axe avec le cercle et pour extrénùlé le point d'intersection Z du 
diamètre qui passe en M avec cet axe. 

On désigne la cotangente d'un arc a par la notation : cotango ou 
cotg a; ce qui s'énonce : cotangente a. 

De même que pour la tangente, deux arcs qui diffèrent d'un 
muliiple quelconque de ■k ont même cotangente. Car, si deux tels arcs 
ont même origine A, leurs extrémités sont ou coïncidantes ou 
diamétralemeut opposées. On a donc : 

[19] cotg [li-K + o) = cotg ff, 

k étant un entier, positif ou négatif. 
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33, Variation de la cotangente. — La variation de la cotangente 
est aralogue à celle de la laiigente. 

Lorsque l'extrémité Mdel'arc AM(^j, 18] est en A, le diamètre M'M 
occupe la position A'A parallèle à i!z et le point Z est infiniment 
éloigné. M décrivant le premier quadrant AB, !e point Z se rapproche 
de B pour y parvenir. La cotangente est positive et déci-oU de + =° 
Èi zéro . 

Quand M décrit ie second quadrant BA', le point Z passe sur la 
partie négative B:' de l'ase el s'éloigne indéfiniment dans le sens 
de B vers :', La cotangente est négative et décroil encore de zéro 

Quand M décrit le demi-cercle A'B'A, la cotangente reprend les 
valeurs précédentes, dans le même ordre. 
On a, alors, 1g tableau de variation sliivant : 




De même que la tangente, la cotangente reprend de t; en -nr le 
mêmes valeurs quand if croît de — = à + =o. 

34. Remarques. — Les variations de la tangente et de la cotan- 
gente donnent lieu aux remarques suivantes : 

'\° La tangente el la cotangente d'un même arc sont toujours de 
même signe. 

2° Elles varient, l'une et l'autre, toujours dans le même sens. 
La tangente est toujours croissante; ta cotangente toujours décrois- 
sante. 

3° Lorsque l'une est nulle, l'autre est infiniment grande. 

La tangente est nulle cl la cotangente infinie lorsque l'arc est un 
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mtdtiple quelconque de tc. Car ceci a lieu lorsque M esl en A ou A' et 
ce sont là les arcs pour lesquels le sinus s'annule (n° 2fl, 3"]. 

La colangente est nulle et la latigenie infinie lorsque l'arc est un 

multiple impair de -. Car ceci a lieu lorsque M est en B ou B', c'est- 
à-dire lorsque ie cosinus est nul (n" 29, 2°). 

Les particularités précédentes trouveront, plus loin, une expli- 
cation dans ce fait que la cotaiigente d'un arc est égale à l'inverse 
de la tangente du même are. 

35. Sécante. ~ Définition- — Oh appelle sécante d'un arc AM 
{fig. 19) le segment OS, porté par Vaxe des cosinus relatif à cet arc, 
■ayant pour origine le centre du cercle et pour extrémité le point 
A' intersection S de la tangente ou cercle en M avec l'axe. 




Ou désigne la sécante de l'arc u par la notation : séc a; ce qui se 
lit : sécante a. 

On voit immédiatement que dewa; arcs congrus ont même sécante ; 
on a donc : 



[20] 



séc |2A-Ti -|- a) -. sécc/, 



k étant un entier, positif ou négatif. 

36. Variation de la sécante. — Lorsque l'extrémité M de l'arc AM 
décrit le premier quadrant AB, le point S part de A et s'éloigne 
indéfiniment sur ox. La sécante OS est donc positive et croît de 
ÔÂ = + 1 jusqu'à -|- =o ; car lorsque M est en B la tangente MS 
devient parallèle à ox. 

Quand M pénètre dans le second quadrant (en M' fig. 19) le point S 
passe sur la partie négative ox' de l'axe (eu S'). 
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ie l'axe de x' vers A'. La sécante i 



S décrit la portioa x'A.' de !'; 
négative et croît encore de — ™ iiÔÂ' = — 1. 

M décrivant le troisième quadrant et le quatrième, S repasse, en 
sens inverse, par les positions précédentes. Donc, dans le troisième 
quadrant la sécante est négative et déci'oU de — là — ™ ; dans le 
quatrième quadrant elle esifositioe et décroît de + °° ^ + ' ■ 

Eésumons ceci dans un tableau : 



\ 



37. Remarques. — \" La s'icunle a toujours le même signe que le 

2" La sccanle ne prend aucune valeur comprise entre — 1 ei + '1. 
3' La sécante est infiniment grande lorsque Varc est un multiple 

impair de ~. Car la sécante est infiniment grande lorsque le cosinus 
est nul. 

Nous montrerons, pUis loin, que la sécante est l'inverse du 
cosinus. Ces remarques seront alors évidentes. 

38. Cosécante. — Dëlinîtion. — On appelle cosécante d'un 
arc âM ifig. 20) le segment OV, parié par l'axe y'y des sinus relatif 
à cet arc, ayant jiour origine le centre du cercle et pour extrémîli: 
le point V où la tangente au cercle M coupe cet axe. 

On désigne la cosécante d'un arc a par la notation : coséc a; ce 
qui s'énonce cosécante a. 

Il résulte, de cette définition, que deux arcs congrus ont même 
cosécante. On a donc : 

[21] coséc (2 k-K + a] — coscc «, 

k étant un entier, positif ou négatif. 
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39. Variation de la cosécante. — Lorsque l'arc esl nul, c'esl-à- 
dire lorsque son extrémilé M coïncide avec l'origine A, la tangente M V 
est parallèle a l'axe y'y et la cosécante est infiniment grande. Le 
point M décrivant le premier quadrant, 

V décrit la portion i/B de l'axe, dans le 
sens négatif, La cosécante est poskiva 
et décroit de + ooà.OB = +l. 

Quand M décrit le second quadrant, 

V repasse, en sens inverse, par les 
positions précédentes. La cosécante est 
encore positive et croU de + 1 à -|- oo. 

Lorsque le point M passe dans le trai- 
sième quadrant (en M' f^. 20), le point V 
passe sur la portion négative oj/' de l'axe 
(en V), La cosécante devient négative. 

M décrivant ie troisième quadrant, 
Vva de ;/' (à l'infini) en B', La cosé- 
cante est néffalive et croît de — co à 
ÔF = — 1. 

Enfin, lorsque M décrit le dernier 
quadrant, V reprend, en sens inverse, 
Fio. 30. les positions précédentes. La cosécante 

est niigaiiveai décroît de — là — «j. 
Ceci se résume dans le tableau suivant ; 




!•■ QuaiL 
2' Quiul. 
3" Quad. 
i' Quad. 



I -r,^ 



décroit posiliv 
croît ' podlii-: 



AQ. Remarques. — 1" f.a cosdcmUc « tovjours le même sifjne f/m 
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2" De même quo la sécanle, la cosécanCe xe prend atiaïuc valeur 
comprise antre — 1 et -j- I . 

'i" La cosécanie esl infiniment grande lorsqiic l'arc est un miilliple 
entier quelconque de -n. Gai" la cosécanle est infiniment grandi' 
lorsque le sinus est nul. 

Ces remarques deviendront évidentes lorsque nous aurons montré 
que la cosécanto est l'inverse du sinus. 

41. Tableau des sig:nes des llgniies ti'ig:onomëtriqiies. 
— Il est tout à fait nécessaire de bien connaftre, suivant la position 
relalivc de rextrémité d'nn arc par rapport à son origine, les signes 
des diverses lignes trigonomÉtriques. Nous résumons ces signes 
dans îo tableau ([iie voici : 





1 
3 


1 


1 


} 


1 


J 


{'"Quadrant. 


+ 


+ 


+ 


+ 


!- 


-■'- 


a- Quadrant. 


- 




- 


- 


- 


- 


3" Qiiadrmit. 


- 


- 




+ 


- 


~- 


4° Quadrant. 


-i- 


- 


- 


- 




- 



OiUre les remarques que nous avons déjà laites snr la eorrespon- 
dancc des signes du cosinus et de la sécante, du sinus et de la 
cosécanle, de la tangente et de la colangente, ce tableau nous 
montre encore que le signe de la tangente et de la cotangevte se dêdvil 
des signex du cosinus et du sinus par la régie des signes d'algèbre. La 
tangente cl la coUingente sonl positives ou négatives suivant que le 
cosinus et le sinus sont de même signe ou non. 

42. hignes trigrononiËtriqaes d'un ang;Ie. — Définition. 
— Nous appellerons sinus, cosinus, tangente, cotangenle, sécante 
et cosécante d'un angle les lignes Irigonom étriqués de mêmes noms 
de l'arc qui le mesure. 

Ainsi, soit ox,om un angle, Tiaçons, de o comme contre, avec 
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l'unilé pour rayon, un cercle orienté qui coupe ox en k {fig. 21) eL 
om en M. L'arc AM a, comme nous l'avons vu (n" 22), même mesure 
que l'angle ox, om et nous appellerons, par exemple, sinus «.le 

l'angle ox, om le sinus de lare AM. 

43. Cosinns de l'angle de deux axes. — Étant donnés deux 
axes x'x et m'm (fig. 21) qui se coupent en o, nous appellerons angle 
de ces deux axes l'angle formé pai" les deux directions positives ox et 




om. Soient, alors, OA et OM les segments directeurs de ces deux 
axes. L'angle ox, om est, précisément, mesuré par l'ave AM. Or, x'x 

est l'axe des cosinus de l'arc AM et, comme le cosinus est, par défi- 
nition, la projection orthogonale OP du vecteur (OM) sur x'x, on 
peut donner la définition suivante du cosinus de l'angle ox, om : 
le cosinus de l'angle ox, om est la mesure algébrique OP de la pro- 
jection orthogonale du segment directeur de l'axe om sur l'axe ox. 

Projetons le point A en R sur om. Le segment OR, porté par l'axe 
om^ est, d'après ce que nous venons de dire, le cosinus de l'angle 

ôm, ox. Or, d'après la symétrie de la figure, on a, évidemment, 
OA = ÔR. 
Il en résulte, i\\i'élant donnés deux axes, le cosinus de leur angle est 



y Google 



Dlil'-INITIO.NS MES UG>"ES TIIHIOSOITKÏIIIQUKS. 

le même, quel que soit celui des deux axes que l'un p 
origine de Vatigle, 



[22J 



cos [ox, om) = cos (oj*(, ox). 



Ceci nous permettra, dorénavant de parler du cosinus de l'angle 
de deux axes, sans jjr^ciser quel est celui des deux axes qui serl d'origine 
à l'angle. 

44. Théorème fondamental. -^ La projection orlliogonale rf'tw 
segment, porté par un axe, sur un autre axe, est égale au produit de ce 
segment par le cosinus de l'angle des deux axes. 

Soit, en effet, un segment AB porté par l'axe )/'y [fig. 22). Proje- 
tons, orthogonaîement, ce segment en ah sur un axe x'x qui coupe 




le premier en 0. Soit OD le segment direcleur de l'uxe y'y et Orf s 
projection sur x'x. 
D'après le théorème du n" 9, on a : 

^ = Sîï. Ôrf- 

Ur, comme nous venons de le voir, on a : 

Qd = cos{x^x, y y); 
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ab = AE. cos {x'x^ y'y) 



Ce théiirùmo li-ès idiporlaiiL nous sera d'une grande iilililé dans 
la suite. 

EXERCICES 

6. Démontrer qu'on peut déûnir la tangente d'un are de la façon suivante : 

Soit AM cet arc. Au point M on mène une tangenie m'm au cercle trigonoméirique 
oi., sur cette droite, on prend nn sens positif contraire à celui que l'on a choisi sur 
1« cercle. Soit T lo point où le l'uyon OA prolonge coupo m'm. La tangente de 



la cotangeiiie de l'arc AH est égale au snginent MS. 

7. Construire, géométriquement, un arc plus pelit qu'un quadrant, sachant que la 
corde qui le sous-tend est égale à son cosinus. (Le cercle a pour rajon 1.) 

8. X variant dp. .'i în, éliidiei' les variations de 

si.i=^'-3sin,r + î, 



CilAPl'lKE m 
INVERSION DES LIGNES TRIGONOM ÉTRIQUÉS 

45. Knoncé <ln iiroblêine. — Le prohlèmo de Vinoevsion d'une 
ligne trigonoméirique est ie suivant : connaissant une ligne IrigonOr 
mélrique d'un arc, trouver cet arc. 

La soluliOQ de cette question comprend deux parties : '1° on 
cherche un arc admettant la ligne donnée. Nous nous contenterons 
d'abord de donner ici une construction géométrique de cet arc; 
nous apprendrons, plus loin, dans le Second Livre, coitimsat on 
pourra e(ï/L7(te' un tel arc; 2° connaissant ce premier arc, on 
clierche toutes les autres solutions. 
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46. Inversion du cosinus et de la sécante. — Soit a un 
nombre donné; proposons-nous de trouver un arc dont !e cosinus 
est égal à, a. Choisissons artiitrairemenl l'origine A de cet arc sur le 
cercle trigonométrique et soit ox l'ase des cosinus des arcs d'origine 
A. Portons sur ox, a partir de 0, un segment OP égal à a. D'après 
la définition même du cosinus, tout arc, dont le cosinus est OP et qui 
a pour origine A, est let que son extrémité se projette ortliogonale- 
meiit en P sur ox. Si donc on élève en P une perpendiculaire à ox 
(fîg. 23) qui coupe le cercle en M et M', les arcs cherchés sont tous 
ceux qui sont terminés en M et M', symétriques par rapport à ox. 

On voit, de suite, que, pour que la construction réussisse,- il faut 
que P tombe entre A et A', c'est-à-dire que OP = a soit compris 




entre— 1 et + 1. On aurait pu prévoir cela; car on sait qu'un 
cosinus est toujours compris entre ~ 1 et -f ' (u° -î*. '1°). 

On désigne un arc dont le cosinus est égal h a pai' la notation : 
are eos a; ce qui s'énonce arc cosinus a 

De môme, étant- donné un nombre 6, proposons-nous de trouver 
les arcs dont la sécante est égale à b. Portons, à cet effet, sur l'axe 
des cosinus ox un segment OS {^g. '23j égal hj>. D'après la définition 
de la sécante, tout arc dont la sécante est OS , et qui a pour origine 
A, est tel que la tangente au cercle en son extrémité passe par S. Si 
donc on mène de S les tangentes SM et SM', tous les arcs cherchés 
ont leurs extrémités situées soit en M soit en M', Ces deux points 
M et M', sont, comme pour le cas du cosinus, symétriques par 
rapport au diamètre AA'. 

Pour que cette construction soit possible, il faut que le point S 
soit extérieur au cercle c'est-à-dire qu'il ne tombe pas entre A et A'. 
Il faut, pour cela, que le nombre b donné ne soit pas compris entre 
— 1 et -j- 1. Ceci était à prévoir puisqu'une sécante n'est jamais 
comprise entre — 1 et -f 1 (n'ST, 2°). 
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On désigne un arc dont la sécante est égale à h par la iiolalion : 
arc séc b ^ ce qui se lit arc sécante Ij. 

En résumé, tous les arcs qui ont une origine donnée A et qui ont 
un cosinus donné ou une sécante donnée, ont leurs extrémités 
situées en l'un de deux certains points M et M' symétriques par 
rapport au diamètre qui passe en A. 

Ceci posé, soit a l'un des arcs Â.M. Tous les arcs terminés en M 
sont congrus à a. Tous les arcs terminés en M' (N" '16, Récif.) sont 
congrus à — a. Il en résulte que tous les arcs terminés soit en M 
soit en M' sont de la forme 

2 k-^ ±1 a, 

i étant entier, positif, négatif ou nul, 

(Dans toute la suite de ce chapitre, la lettre k aura toujours la 
même si gniii cation.) 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème. — Tous les arcs qui 07il même cosinus ou même sécante 
que Varc « sont compris dans la formule 

[23J ni: + a. 

On peut donc écrire que l'on a : 

arc cos (cos a) = S/jtt ± a. ; 
arc séc (séc a.) =: 2/;^ ± a. 

(La notation arccos(cosa) désigne, comme nous venons de le 
dire, un arc dont le cosinus est égal à cos «.) 

47. Inversion du sinus et de la cosécante. — Soit A un 
point du cercle trigonomé trique choisi comme origine des arcs, et 
y'y l'axe des sinus correspondant qui coupe le cercle en B et B'. 
Donnons-nous un nombre a, positif ou négatif, et cherchons tous les 
arcs dont le sinus est égal à a. Portons, à cet effet, sur y'y un 
segment OQ [fig. 24) égal à a. Tout arc ayant son origine en A et 
admettant "OQ pour sinus est, par définition, tel que son extrémité 
se projette en Q sur y'y. Si donc on élève en Q une perpendiculaire 
à y'y qui coupe le cercle en M et M', tous les arcs cherchés sont ceux 
qui sont terminés en M ou M', la droite MM' étant parallèle au 
diamètre qui passe en A. 

La construction n'est possible que si Q tombe entre II et B'. Ceci 
exige que le nombre donné a soit compris entre — 1 et + 1 ; ce qui 
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i est loujoui's compris dans 
;al à a. par la nolation : 



n'a rieo de surprenant puisqu'un ainu 
cos limites (n" 29, 1"). 

On désigne un aa-c dont le sinus est é 

arc sin a; ce qui s'énonce arc sinus a. 

Supposons, de même, qu'on se propose de trouver tous les arcs 
donllacosécanle a une valeur donnée i.Nous porterons sur l'axe y''/ 
un segment OV égal à 6 et du point V {fy. 24} nous mènerons les 
tangentes VM et VM' au cercle. Tous les arcs admettant OV pour 
cosécante sont terminés soil en M, soit 
en M' ; et la droite MM' est encore ici 
parallèle au diamètre qui passe en A. 

Cette construction n'est possible que 
si V n'est pas entre B et B'. Il faut donc 
que le nombre donné b ne soit pas 
compris entre — i et -{- 1 ; ce qui est 
naturel, puisqu'une cosécante n'est 
jamais comprise entre — 1 et + 1 
(11° 40, 2"). 

On désigne un arc dont la cosécante 
est égale à h par la notation : arc coséc ù; 
ce qui se lit : arc cosécante b. 

En somme, tous les arcs qui ont une 
origine donnée A et qui ont soit un 
sinus donné, soit une cosécante donnée, 
ont leurs extrémités situées en l'un de 
deus certains points M et M' situés sur 
uneparallèle au diamètre qui liasse en A, 

Cela étant, soit « l'un des arcs AM. 
Tous les arcs terminés en M sont congrus à a. Tous les arcs terminés 
enM' sont, comme nous l'avons vu (n" 17, Itécip.), congrus à tt — a. 
On en conclut que tous les arcs terminés en M ou eu M' ont une des 
deux formes : 




2/,-.v + ^-.. = (2/o + lj:r-a 
On peut donc énoncer ie lliéorème suivant : 
Théorème. — Tous les arcs gui ont même sinus 
que l'arc a sont compris dans les formules : 
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Ces deux formules peuvent être réunies en une seuié. Iteniai-- 
quons, en effet, que sij> est un nombre entier, positif, négalif ou 
nul (— 1)'' est égal à + I lorsque p est pair ou nul, et égal à — I 
lorsque p est impair (';. La formule suivante comprend donc les 
deux précédentes : 

On peut donc écrire que Ion a : 

arc5in(sin^) = j>7r + (-l)''=t; 
arc coséc (coséca) =: }m -\- (— i)''oL. 

48. Inversion de la tangente et de la cotangente. — 

Soit A Lin point pris sur le cercle trigo nom étriqué {fi^. 2§), l't et ;'; 




les axes des tangentes et colangenfes relatifs aux arcs d'origine A, 
Donnons-nous d'abord un nombre a et cherchons les arcs dont la 
tangente est égale à a. Pour cela, portons sur l'axe des tangentes t't 
un segment ST égal à a. Joignons T au centre du cercle. Celte 
droite coupe le cercle en deux points M et M', diamétralement 
opposés. Tous les arcs qui admettent AT pour tangente, et qui ont 

(1) Vùi! dam ims /-■^imis d'Aigèbre, le n- lO.iisgi: Si., 
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leur origine en A, sont terminés soit en M, soit en M'. Celte 
construction est toujours possible, quel que soit a. 

On désigne un arc dont la tangente est égale à a par la notation : 
arc tg « ou arc tang a; ce qu'on lit arc tanj/enle a. 

Soit, de même, un nombre b. Prenons sur l'axe des cotan- 
gentes z'z, à partir de son point de contact B avec le cercle, un 
segment BZ égal h b. Joignons Z au centre du cercle. Cette droite 
coupe le cercle en deux points diamétralement opposés, M et M'. 
Tous les arcs qui admettent BZ pour cotangente, et qui ont leur 
origine en A, sont terminés en M ou en M'. Cette construction est 
toujours possible. 

On désigne un arc dont ia coLangeole est égale à b par la notation : 
arc cotg b ou are cotang b; ce qui s'énonce afc cotangente b. 

En résumé, tous les arcs qui ont une origine donnée A et qui ont 
soit une tangente donnée, soit une cotangente donnée, ont leurii 
extrémités situées en I'lui de doux certains poinls M cl M' diomélrn- 
lement opposes. 

Soit alors a, l'un des arcs AM, c'est-à-dire l'un des arcs ayant pour 
tangente a ou pour cotangente b. Tous les arcs terminés en M sont 
congrus à a et tous les arcs terminés en M' sont congrus à n -[- a 
(n° 18, Récip.). Il en résulte que tous les arcs terminés soit en 
M soit en M' diffèrent de a, d'un multiple pair ou impair de x, 
c'est-à-dire d'un multiple quelconque de tt et sont compris dans 
la fonnale 

fe + .. 

On peut donc énoncer la proposition suivante . 
Théorème. — Tous les arcs qui ont jnêiiie tangente ou. même 
cotangente que l'arc a sont compris dans la formule : 



On peut donc écrire : 

are tg(tgcc) = kii-^a; 
arc cotg (cotga) =: k- -\- o. 

(Ryppclous que arc tg (tga) signifie : arc dont la tangente est 
égale à tga.) 
49. Remarque. — Il est clair qu'au lieu de reclienrlier les arcs 
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admetlant une ligne trigo no nié trique donnée, on aurait pu chercher 
les angles. Les résultats auraient été identiques aux précédents. Il 
suffit, dans les raisonnements, do supposer que fes arcs dont on 
parle, servent de mesures à des angles. 

EXERCICES 

0. Construire los arcs dont 1b siim- (;sl ligul à --: on iloiit le cosinus est lîgal 



10. Résoiidro Ifts (igalités 



CHAPITRE IV 

RELATIONS ENTRE LES LIGNES D'ARCS SUPPLÉMENTAIRES, 
COMPLÉMENTAIRES, ETC. 

50. Nous venons de voir, dans le chapitre précédent, que, lorsque 
deux arcs ont même cosinus, ils ont aussi même sécante; s'ils ont 
même sinus, ils ont même cosécante ; enfin, s'ils ont même tangente, 
ils ont aussi même cotangente. 

Dans ce qui va suivre, nous aurons à écrire des égalités de lignes 
trigonomé triques de certains arcs. Il résulte de cette remarque qu'il 
suffira de s'occuper des cosinus, des sinus et des tangentes. Car 
Végcdité des connus de deux arcs entra'uie celle des sécantes; l'égalité 
des sinus entraîne celle des cosécanles; l'égalité des tangentes entraîne 
celle des colangenies. 

51. Théorème. — Deux arcs égaux et de signes contraires ont même 
cosinus. Leurs sinus et tangentes sont, respectivement, de signes 
contraires. 

Car d'après !e théorème du n" IG, si on don::e à ces deux arcs 
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iDL'me origine A, leurs extrémités M et M' sont symétriques par 
rapport au diamètre AA', Ces deux points M et M' ont donc {fig. 26) 
même projection P sur l'axe 
x'x des cosinus el des pro- 
jections Q et Q' symétriques 
par rapport à sur l'axe y'y 
des sinus. Enfin, OA étant la 
bissectrice de l'angle MOM', 
les rayons OM et OM' cou- 
pent l'axe des tangentes ti' 
en des points T' et T symé- 
triques par rapport à A. On a 
donc : 



cos { — x)-- 



■26] sin{-3;)=- 

[ tg(-^)-- 



-tga; 



let 
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Il résulte de là que 
deux arcs ont même sé- 
cante et des cosécantes et cotangentes de signes contraires. 

52. Théorème. — Deux arcs supplémenlaires ont même sinus. Leurs 
cosinus el leurs tangentes sont 
de signes contraires. 

D'après le théorème du 
n" 17, si on donne h ces 
deux arcs môme origine A, 
leurs extrémités M el M' 
(fig. 27) sont situées sur une 
paralièle au diamètre AA'. 
Les deux points M et M' ont 
donc même projection Q sur 
l'axe des sinus i/'y et des 
projections P et P' symé- 
triques par rapport à sur 
Taxe w'x des cosinus. Les 
intersections T et T' des 
rayons OM et OM' avec 
l'axe ('( des tangentes sont 
évidemment symétriques par 
rapport à A puisque y'g et œ'x s 



B 
M^ ^^^•'' 



nt les bissectrices de l'angle M'OM. 
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cos (tt — a,') = ■ — cos a-, 
siri (tu — x) ^= sin!C, 
tg(7r-a) = -lg3.-. 



53. Théorème. — Deux arcs qui diffèrent d'une demi-circonférence 
ont même tangente . Leurs cosinus et leurs simis sont, respectivement, 
de signes contraires. 

Car d'après le n» 18, ces deux arcs, s'ils ont même origine A, ont 
leurs extrémités M et M' diamétralement opposées. Ils ont donc 
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évidemment même tangente AT. Les projections V et P', Q et Q' de 
M et M' sur Taxe des cosinus et l'axe des sinus sont symétriques par 
rapport à {fig. 28). On en conclut que ; 



[28] 



■ cos (31 + 3^) = — COS CE, 

sin (tc 4" x) — — sinx, 
' tg f^ + x) = tg a:. 



Remarque. — La relation 

tg(7r + T) = tgX 
n'est qu'un cas particulier de la relation [>lus générale [18J (n" 30). 
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On aurait pu établir les relations [28] en combinant les deux 
lliéorèmes précédents des numéros ii2 et 53. Car, si on remarque 
que 

on a, cil appliquant, successivement, les formules [27J et [26], 

cos (tt ~\- x)~ — eos (— a:) = — C0S3:, 
Sin (t. + x) = sin {— x) = — sinar, 
tg(7r+x} = -tg(-^)=itgx. 

54. Théorème. — Lorse/ue deux ans sont complémentaires, le 
cosinus, la cosécanle et la eolangenle de l'un sont, respecliDenient, égaux 
au sinus, à la sécante et à la tangente de l'autre. 

Pour établir cette proposition, nous ferons, d'abord, la remarque 
que voici : 

Soit AM un arc sur un cercle orienté dans le sens positif f (fig. 29) 

et B l'extrémité d'un arc AH égal à -f- - . Si on prend, sur le cercle, 

un nouveau sens positif/'', contraire au précédent, l'arc BM (sens 

positif/') est congru au complément de l'arc AM (sens positif/';. 

Désignons, en effet, par x l'arc AM (mesuré dans le sens positif/] 
On a d'après la formule [8] de Cbasies (n" 20}, 

/'^ r^\ r^ 

BM = AM — AB ; 



(sens positif/^. 



Si l'on prend pour sens positif/"', le signe de chaque arc change 
et, par suite, on a : 



"2 



i^sens posilif /'). 



— C'est à cause de cette propriété du point B qu'on l'aj 
souvent l'origine des arcs complémentaires des arcs d'ongii/e A . 
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r^ 



Ceci posé, soit x un arc et portons cet arc ea ÂM sur le cercle, 
avec le sens positif /'. Soit B l'origine des arcs complémentaires. 
Soient a^'x, y'y, ('(ets'slesaxes des cosinus, ries sinus, des tangentes 
et des cotangenles des arcs d'origine A (sens positif f). 

Si, en second lieu, on prend B pour origine des arcs et le sens 
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posilif /*, f/',y ayant pour segment direcî.ei 
Ou aura 



BÂ = -|- - (sens positif /*) 



et x'x, ayant pour segment directeur OA. sera le nouvel axe des 
sinus, a'ï sera alors le nouvel axo des tangentes et ('( celui des 
co tangentes. 

Projetons le vecteur (OM) sur x'x. Cette prrjection sera, en même 
temps, le cosinus de l'arc AM ^ x (sens positif f] et le sinus de 
l'arc BM = ^ — ;c (sens positif/''). On a donc ; 



-^-¥^ 
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En projetant de même sur y'y, on aurait, ù la fois en (H3, 
lii sinus do l'are AM = x 'sens /"j ol le cosinvis de BM ^^ - ■ — x 
(sens /'). Ce qui donne : 



Si on prend le point d'intersection T [ftfj. 23) du rayon OM avec t'i, 
on aura, ii la fois, en AT, la tangente de l'arc AM ^ jc et !a colan- 
gente de l'arc BM = ,^ — x. On en conclut que : 



= '6--; 



et ainsi de suite. 

On aura, en résumé, le tableau de relations suivantes 



cos Q — x) r^ sin X, 
■ sin (- — xj ^^ cos a', 

' ^^ (i ~ "") ^ ™*^ "■ 
\ ^^^'ii U ^ -^j = ''S ^' 

' séc I .-^ — .7^ j ^ coséc 



^ cosec X, 



Rbmarquiî. — Le cosinus, la cotangente et la cosécante tirent 
précisément leurs noms de la propriété qu'exprime le théo- 
rème précédent. Ainsi co-simts est une abréviation de sinm du 
complément. Ces noms sont d'ailleurs utiles pour retenir ces 
relations. 

55. Remarque I. — Les relations précédentes combinées entre 
elles peuvent sei'vii' à en établir d'autres. Ainsi, si l'on remarque 
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que - -l' X est le complément de — x, les l'ormulcs [29J et |26j 
donnent ; 

cos {^ + -A = siH [— X) = — sin X, 

sin {k-\- ^] =^ cos ( — x) -—-. eos X, 

tg ( - + .E| = cotg [ — a;) ^ — coLga^. 

56. Remarque II. — Il est bon de s'exercer ii écrire aussi les 
relations précédentes en prenant le degré pour unilé d'arc. Ainsi oa 
aura, à la place des formules [27], celles-ci : 

[ cos {180 — A) = — cos A, 
[llf!" \ sin (180 — A) = sin A, 
f tg(180-A)^-tffA. 

De même, les formules [29] s'écrivent : 

. cos (90 — A) = sin A, 
[29]*" sin (90 — A) = cos A, 



Ig (9t) — A) =: cotg A. 



57. Problème. — Rédtnre un arc au premier quadrant. 

Réduire un arc au premier quadrant, c'est trouver un autre arc 
positif et plus petit qu'un quadrant, admettant, au signe près, les 
mêmes lignes trigonométriques que l'arc donné. Ce problème, qui 
est toujours possible, se présentera, plus tard, dans toutes les 
questions où il s'agira de faire des calculs pratiques au moyen des 
lablei qui ne contiennent que les lignes des arcs et des angles de 
0" à 90°. 

Soit a, un arc mesuré avec le rayon pris pour unité, on peut, 
d'abord, en ajoutant ou retranchant un nombre suffisant de fois %-k 
de a, trouver un arc a, compris entre ei In, congru à a. L'are a a 
les mêmes lignes Irigonomé triques que a. Ceci posé, il peut se 
présenter quatre cas : 

1" OL est plus petit que -. Le problème est alors résolu. 

2" a. est compris enlre - el r.. Alors, l'arc supplémcn taire tt — a 
répond à la question, en vertu des formules [27], 
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3' a est compris 

à la question; car cet arc est congru & jt -|- « et il suffit de se 
reporter aux formules [28] . 

4" a. est compris entre — et Stc. On prend l'arc 2^ — a qui, étant 

congru à ( — o), résout la question en vertu des formules [26], 

Exemple T. — Réduire «ii premier quadrant l'arc -r— . On a : 

125 _ ,^^^^ 
3 ^ *■ :i ~" ;) ■ 

Ç étant con.pr;s.„trofot 3., on oon.idèro rar.2.-| = ^^ ,.i répond 

à la qaeslion. On a, alors, 



en appliquant les formules [26], 

Exemple H. — Réduire au premier quadrant iaiwjle de — S00°. On a : 
— aOÛ" = - 721}" + 220° :^ 220°. 

L'angle 220" étant compris entre 180° et 270° {ce qui rorrespoud . 
t: et^Y ou prend l'anglo de 2:0° — 180' = 40° et on n. : 

cos f— 500") = — cos40% 
siu {— 500") = — sin40°, 
(g (-500°) ^Ig 40», 
eu vertu dos formules [28]. 

EXERCICES 
H- Qilculer les lignes trigoiiomfU'iqiies des arc-; : 

en fonction des lignes de l'arc x. 
12. Étoiit donné ua arc a, trouver : 
l" Tous les arcs dont les eosinus sont égauï à — cos a ; 
S* Tous les arcs dont les sinus sont é.gnwx à cosa ; 
3' Tous les arcs dont la cotang-enie est égale à — Iga. 
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13. RMilire au premief qiiadranl les angles 

9I3°30', — (lÔ5*3ii'ia") 
et les arcs dont les longueurs sont (aveo le ravon pris poiu' iiiiiii;) : 

~^' "F' 113" 

14. Réâoiiii™ Iesi5g,ilités : 



CHAPITHE V 

RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE LES LIGNES 
D'UN MÊME ARC 

58. UL'Iations foiidainciitalcs. — Théorème. — Lu sommu (fes 

carrés du ximis et du cosiviis d'un tnihne arc est é//ale à l'uiiilé. 

Soit AM un arc quelconque, P et Q les projections de M sur l'axe 
des cosinus 3;'3; et des siniis y'y {fg. 30). La figure OFMQ est un 
rectangle el. par suite, on a, d'après le théorème de Pjtliagorc ('), 

ÔP* + ÔQ' = ÔM'. 

Or , P est la valeur absolue du cosinus de l'arc A.M que j 'appelle j:, 
donc son carré est égal au carré de cos x^ que l'on écrit cos x. De 
inême OQ étant la valeur absolue du sinus, son carré est égal &, celui 
de ce sinus. Enfin, OM, étant le rayon du cercle trigonométrique, est 
égal à 1. L'égalité précédente s'écrit donc : 

[30] sin x + cos X ^ i. 

59. Théorème. — La tangente d'vn arc est égale au i/iioHent du 
sbms de cet arc par son cosinus. 

II s'agit de prouver que l'on a : 
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et, pour cela, il suffit de prouver que les deux membres ont mémo 
valeur absolue et même signe, 

1° Les deux membres ont même signe; car, comme nous l'avons 
remarqué (n" 41), le signe de la tangente se déduit des signes du 
sinus et du cosinus par. la règle des signes. 

2° Les deux membres ont même valeur absolue. Soit, en effet, 
AM l'arc x [fit). 30) ; P et les projections de H sur les axes x'x 
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et y';/; T le point d'intersection de OM avec l'axe des tangentes l'i. 
Les deux triangles OPM et OAT sont semblables et on a : 



et les deux meoibres de cette égalité sont précisément les valeurs 
absolues des deux membres de l'égalité [31]. 



y Google 



60 LEÇO:<S DE TIlIGtlNOMÉTIlIE. 

60. Théorème. — La cotangente d'un arc est égale au qwilienl du 
cosinus de cet arc par son sinus. 
Pour établir la relation annoncée : 
—, cosa 

[32] "'6"= ST.' 

nous montrerons que les deux membres ont même valeur absolue 
et même signe. 

1° Les deux membres sont de même signe, cela résulte du tableau 
de signes du n" 41 . 

2° Ils ont même valeur absolue.' Gardons, en effet, tes mêmes 
notations que dans les deux numéros précédents et soit {fig. 30) Z le 
point où le diamètre OM coupe l'axe :'! des colangentes. BZ est 
alors la valeur absolue de cotg*^ BZ. Les deux triangles 
semblables OMQ et OBZ donnent : 

BZ _ MQ 
OB~OQ' 

Or MQ = 01' et OB z^ 1, on a donc : 

ce qui établit que les deux membres de [32] sont égaux on valeur 
absolue. 

ItEMARQUB. — La relation [32] pourrait se déduire de la rela- 
tion [31] en changeant, dans celle-ci, a; en - — x. On a, on effet, 
d'après la relation [31], 



ce qui, en tenant compte des formules [29], fournit la relation [32] 
cherchée. 

61. Corollaire. — La cotangenle d'un arc est l'inverse de la langenl.e 
de cet arc. 

Car, en rapprochant les égalités [31] et [32], on voit que les deux 
seconds membres sont inverses l'un de l'autre ; on a donc 
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62. Théorème. — La sêcaii(e d'un arc est l'inverse du connus de 
ce! arc. 
Je dis que 

[34] séc X . cos .r — - 1 . 

1" Cette veiation est vraie en signe ; car, en examinant le tableau 
du n" 41, on voit quele cosinus et la sécante d'un arc sont toujours 
de même signe. 

2° La relation est vraie en valeur absolue. Soit AH l'arc a: [fig. 31), 
Menons en M la tangente au cercle qui coupe L'axe x'x des cosinus 




en S ; et soit P la projection de M sur cet j 

respectivement, les valeurs absolues de séc x e 

Or, dans le triangle rectangle OMS on a {') : 

OF X OS = OM' — I , 

puisque OM est le rayon du cercle. 
L'égalité [34] est donc exacte et on a 



■e. OS et OP sont. 



[34]^" 



ir dans les Leçons de Géoisélrie de M. llsdamarfl. le 
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63. Théorème. — La msikantc d'un nrc. est l'hiveise dv simis dn 
cet arc. 

Il faut pi-oiivci' que : 

[35] cûséc x . siii X ^ I . 

1" Celle relalioii est vraie en signe; car, d'après le tableau des 
signes du n° 41, la cosécanle et le sinus ont toujours le même signe. 

2" La relation est vraie en valeur absolue. Soit en effet V le point 
où la tangente à l'exlrêmilé M de Tare {/îg. 31) coupe l'axe y'y des 
sinus; et soit Q la projection de M sur cet axe. Les valeurs absolues 
de sinœ et coséc^r sont, respectivement, OQ et OV. Or, dans le 
triangle rectangle OMV, on a 

OV X OQ — om' -- 1. 

La relation [35] est donc exacte et on en tire : 

[35]'"'* cosécx =:— — ■ . 

-' sin ■!■ 

Remarquons encore, ici, que la formule [35] peut se déduire de 

la formule [34] en changeant, dans colle ci, x en ~ — x et tenant 

compte des relations [29]. 

64. Remarque. — Les cinq théorèmes qui précèdent fourni.'isent 
cinq relations algébriques entre les lignes trigonométriques d'un 
môme arc que nous réunissons ici dans ce tableau : 

/ sin'a: -|- cos^jr= I, 
sin a? 



II est facile de démontrer que le tableau [T] fournit toutes les 
relations algébriques qui peuvent exister entre les lignes trigono- 
métriques d'un même arc; ou, en d'autres termes, que toute autre 
relation est une conséquence de celles-ci. Supposons, en effet, qu'il 
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puisse exister une relation algébrique (B), entre les six lignes, qui ne 
soit pas une conséquence de celles du tableau [T]. De la première 
des relations [T], tirons 



siiix-==h v'I — cos^a^ 

et portons cotte valeur dans les quatre autres; nous aurons ainsi 
exprimé sina;, tga', cotga:, séca; et coséc>c en fonction de cosa'. 
Portons ces valeurs dans la relation (R) ; cette relation ne contiendra 
plus que cosa; et, si, comme nous le supposons, elle n'est pas une 
conséquence du tableau [Tj, elle ne sera pas une identité. On aurait 
donc, ainsi, une équation en cosa? qui devrait être vérifiée par le 
cosinus d'un arc quelconque et par conséquent pour une infinité de 
valeurs de l'inconnue; ce qui est impossible. , 

On peut donc afiirmer que toute nouvelle relation algébrique 
entre les lignes Irigo no métriques d'un même arc pourra être obtenue 
en combinant convenablement les relations fondamentales [T]. 

La relation [33] en est un premier exemple. 

65. Autres relations. — Des relations fondamentales [T] ou 
peut tirer deux autres relations qui sont d'un usage fréquent. 

l°On a : 



En elTet, d'après la formule |"31], on a : 

, , sin^ X cos^ x -\- sin^ x 

' + '« '-'+c-s?ï = — Srfï — ■ 

Le numérateur de cette dernière fraction est, en vertu de la 
relation [30], égal à I ; et la relation proposée est établie. 
2" On a, de même, 

[37] 1 4- totg^^ = ^-^ = coséc^r. 

De la formule [32j on tire, en efi'et, 

1 + cotg^ X ---= 1 -h ^^^ = ^'"' '^ ."^ '^'^^ '^ . 
' ^ sm- x sm^ a,' 

En vertu de la relation [31], le numérateur de la dernière fraction 
est égal àl. 
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Remarque. — On peut passer de la formule [36] à la formule [37] 

en remplaçant, dans la première, x par - — ar et tenant compte 

des relations entre les lignes de deux arcs complémentaires [29]. La 
relation [36] donne, en effet, 

cos^ ( - — x\ 

qui devient la relation [37] lorsqu'on remplace tg t^ — ■'■] par 

cotg x, etc. 

66. Applications. — Les relations fondamentales [T] permettent 
de résoudre la question suivante : 

Calculer toutes les lignes trigonomélriques d'un arc, u a sa l 
l'une d'elles. En effet, si, dans les relations [T], on considère une des 
lignes comme connue et les autres comme inconnues o a li in 
système de cinq équations à cinq inconnues qu'il suflit de i^so dre 

Nous traiterons deux exemples. 

67. Problème. — Calculer toutes les lignes Irigonomélv'iques d'un 
arc, connaissant son cosinus. 

La première des relations [T] donne : 



Portons cette valeur dans les autres et il vient : 



IJX +*'* 


— COS= 


■■ X 




COSï: 




='s«-±vi 


— COS^ 


■x' 








_, 







cosec X z:^ ±- , 

\[ — cos^ x' 

Dans toutes ces formules les doubles signes se correspondent. 

On trouve, comme on le voit, pour toutes les lignes trigonomé- 
triques, sauf la sécante, deux valeurs égales et de signes contraires. 
Ceci s'explique aisément. 

Ce qu'on connaît, en effet, ce n'est pas l'arc x mais son cosinus. 
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Or, comme nous l'avons vu (n° 46), il y a une infinité d'arcs admet- 
tant un cosinus donné et ces arcs sont compris dans la formule [23] : 

a. étant l'un d'eux. Ce que nons avons donc Li'ouvo ce sont les lignes 
Irigonomotriques do tous ces arcs. Mais on a : 



8in(2i,±. 


— ± sin a, 


tg(2*>,±. 


= ±lg,, 


cotg(2i,±. 


= d= COLg a 


séc(2i.±. 


= sec a, 


coscc(2i.±<i 


— ± cûséc 



ce qui montre que tous ces arcs ont deux valeurs, + si» a et — sin a, 
pour leurs sinus. De même pour les tangentes, cotangentes et 
cosécantes; mais ils ont tous même sécante. 

On pourrait encore expliquer ce double signe de la laçon suivante : 

Nous savons que tous les arcs qui admettent un cosinus donné, 
et ont même origine A, ont leurs extrémités en l'un de deux certains 
points M et M', symétriques par rapport à l'axe x'x des cosinus 
(voir fig. 26, page 51). 

Il est, alors, aisé de se rendre compte que toutes les lignes trigo- 
nométriques des ares terminés en M sont égales et de signes contraires 
à celles des arcs terminés en M', saut le cosinus (qui est donne) et 
la sécante qui ont même valeur (voir n" 51}. 

68. Problème. — Calculer les lignes trigonométriques d'un arc 
connaissant sa tangente. 

Lu fornmic [36] donne, de suite, 

1 







l/l + is'i 




'«" = 


± l/l + Ig'j-. 


Eu portant la val 


ur de cos x dans la fornii 




=,„,= 


^ tg» 




V'i + ls'o: 


et, par suite, 


c„séc X = 






+ v/l + W» 
Igi 


Leçons de Trioo 


OMÉTHiE. 
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lùiiin, la foriiuili! [33| donne : 



Comme dans le problème précédent, on trouve pour la majorité 
des lignes deux valeurs. Ceci s'explique de la même façon. 

La donnée est tga; et ce qu'on a calculé ce sont les autres lignes 
d'un arc admettant cette tangente. Or, comme nous l'avons appris 
{n" 48), il y a une infinité d'arcs a: admettant une tangente d 
ces arcs sont compris dans la formule [25] : 

X := k'X -\- 7., 

ï étant I'liû d'eux. Tous ces arcs n'ont pas inémn 



Sin {/m + a) = sin a, 

Séc {ki: + a) = Séc «, 

coséc [l;-K -J- a) = coséc a; 

mais, si /; est impair, oii a : 

cos {b-K -[- a) ^ — cos a, 
sin (Aîc -j* "^l — — sin a, 
séc (iir 4- a) = — séc a. 

On voit donc bien que les lignes précédentes de tous les arcs x ont 
deux valeurs égales et de signes contraires. 

On expliquerait encore ce double signe en se reportant à la 
figure 28 (page 52} et ^n raisonnant comme au n" 53, Car tous les 
arcs qui admettent une tangente donnée AT ont leurs extrémités en 
l'un de deux certains points M et M', diamétralement opposés. 

69. Calcul des lignes trig^onoinétrlqnes des arcs — . 

— Nous allons monlrer que, dès qu'on sait inscrire dans un cercle 
un polygone régulier de n côtés, on sait aussi calculer exactement 

les lignes trigonomé triques des arcs—, p étant un entier quel- 
conque. Pour cela, il suffit de montrer que l'on sait calculer une de 
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ces lignes, le sinus par exemple, et, alors, grâce aux formules [Tj, 
OQ saura calculer toutes les autres. 

70. Théorème. — Le sinvs d'un arc positif, plus petit qu'un qua- 
drant, est égal à la moitié de la mesure de la corde qui sous-tend Varc 
double. 

{Cet énoncé suppose que le rayon du cercle est égal à l'unité de 
longueur.) 

Soit, en effet [fig. 32) un arc AM positif, plus petit qu'un quadrant, 
et abaissons de M les perpen- 
diculaires MQ et MP sur l'axe 
des sinus y'y et sur l'axe des 
cosinus idx. Le sinus de l'arc 
r~\ 

AM étant positif, a pour me- 
sure la longueur OQ ou la lon- 
gueur égale MP. Prolongeons 
MP jusqu'au second point de 
rencontre M' avec le cercle. 
P est le milieu de MM' et 



sin (AM) ^ MP = 







y 














p 










/? 




>^ 








/ 






\ 




/ 










V- 






^ 




^ 




1 

1 


^ 




'^^- 


ïî' 


X 










.y' 











ce qui démontre la proposi- 
tion car MM' est la corde qui 
sous-tend l'are M'AM double ''''"■ ^^■ 

de l'arc AM. 

71. Corollaire. — Le sinus de l'arc - est égal à la moitié du cèii 

du polygone régulier convexe de a côtés inscrit dam le cercle. 

Car le double de l'arc - est — et c'est l'arc qui est la n'^"" partie 

de la circonférence. C'est donc l'arc dont la corde est le côté du 
polygone régulier convexe de n côtés, inscrit dans le cercle. 



Plus généralement, le s 



de l'arc — (p premier i 



: n et plus 



petit que - j est égala la moitié du côté dupolygone régulier étoile dex\ 



côtés obtenu en divisant la circonférence en n parties et joign 
de division de p en p. 



miles points 
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Car la «*^"'f partie de la cireonférencc a pouv mesure — . bi on 

prend /i de ces parties, oiiaim arc valant-^, ce qui est le double 

de — . 

72. Applications. — 1° Le côté du carré insci'it dans le cercle 
de rayon 1 a pour mesure \/2 {'}. Ici ji = 4, 
on a donc : 

_V2 



On en conclut 



= /l-sin^^ = \/l 



i — 'Û- 
"2^2' 



car, ici, il faut prendre le signe (+) puisque le cosinus d'un arc du 
premier quadrant est positif. En divisant, on a : 

2" Le côté du triangle èquilaiéral est v"3- Ici, n — 3, donc : 

sin ^ ^= sin 60" = — ; 
'i° Le côté de Yhexagone régulier a pour mesure 1, Donc : 



On peut remarquer que, les angles tî et ^ étant complémentaires, 



" 3 ~ " 6 " %l 

■ 3 -" T- 



cos - = sin ~ == - 
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4" Le côté du ihkagone régulier convexe a pour mesure — ^ — . 



I-e côté (lu déoagone régulier étoile ayant pour mesure — ^-^ et 

ce décagone s'oblenant en joignanl d« 3 en 3, on a : ;3 =^ 3, « ~ 10. 
Donc : 

sm^ = smg4" = ^— . 

b° Le côté du penlcujùtie rùgulier convexe a pour mesure 
- V^IO— 2vB. On a done : 



sin ^ = sin 36- = ^ ^10 - 2^5- 

Le cùté du pentagone régulier étoile, obtenu en joignant de 2 en 2, 
étant - ^\^ +2VS, on a : 

sin ^ = sio 72" =\^m + 1. i/5. 



part, sont complémentaires, on a, de suite, les cosinus i 
angles : 

cos^ = sinÇ = WlO + 2v3, 



it .3= i/S + 1 
cos- = s,njj=_^, 

2it _ . I _ v'5 ^ 1 
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Réunissons tous ces résultats en un tableau : 





«.„ 


c..„. 








4 


2 


2 


' 


iï' 




3 


V3 
2 


1 


\'3 


60° 


Arcs 
mesurés 
avec le 

rayon 


6 


1 


■2 


V''3 


30- 


Y> 


|v/l0-2v'â 


t 


V'i0-~5v/â 


30° 


3 


^v/io+sv/s 


4 


V'l0-I-3V'B 


72" 




"ÏÔ 


4 


^Vio+aVs 


v'io+av/s 


18° 




^71 

10 


Vo" -h 1 
4 


l\/jo-av'!i 


\')0-2v'S 


o4- 



Il est bon de connaître par cœnr, sinon tous * 
moins les premiers. 

EXERCICES 

15. Calculer les lignes IrigonoiLnJiriijues ci'iiii are, connaissaiv 
sécante. — Expliquer les résultats. 

16. Calculer les lignes tri gonom étriqués des arcs : 

TT _n ir 2i: Jtt Tx 
8' 16' ï'^' 15' IS' IS' 

17. Démontrei' que l.i valeur de 

ÏÏ(cos" s 4- sîn» a-) - 3(cos' X 4- sin' x) 
ne dépend pas de a:. 

18. Vérilier que, quel que soit x, positif, en a ; 



■'"'V^ = '■■■>* \/:. 
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: (îtaiit positif et les déterminal ions de ave ain. et ai'c tg. 
litre lit |. 
Viîrilioi- les iiientilfe : 

c«tg- X eos' X = eolg' ^ — cos^ x, 

fff ir. -X- icr 11 

- = tg a; Ig y. 



CHAPITRE VI 
ADDITfON ET SOUSTRACTION DES ARCS 

73. Énoncé da problème. — Le problème dit de l'addition et 
de la soustraction des arcs est le suivant : 

Connaissant les lignes (rlgonométriques de plusieurs arcs, calculer, 
en fonction de ces lignes, les lignes trigonométriqites d'une somme 
algébrique de ces arcs. 

Comme la sécante, la cosécante et la cotangente sont, respecti- 
vement, les inverses du cosinus, du sinus et de la tangente, il 
suffira de traiter la question pour les trois dernières lignes. 

74. Somme de deux arcs. — Calcnl de cos [a -\- b). — Soient 
a et ô deux arcs. Portons, sur le cercle tri go nom étriqué {flg. 33), un 

/■~\ 
arc AM égal à a. Puis, du point M comme origine, portons un 

nouvel arc MN égal à fi. D'après la formule [9], on a : 

MS. s: AM + MN^a + ù. 

L'une des déterminations de l'arc AN est donc a -\- b. 
Les arcs AM et AN, ayant pour origine A, l'axe de leurs 
est l'axe ox qui a pour segment directeur OA. 
L'arc MN ayant pour origine M, son axe des cosinus est l'axe 
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i^ni a pour segment difccteur ÔM ei son axe des sinus est un axe oï/, 
lel c|iic 

Abaissons du poiiU N les perpendiculaires NP et NQ sur 0.1,0! (i;/i. 
Par définition du cosinus et du sinus, on a ; 

OP = cos b, 
OQ = Sin ù. 

Ceci posé, le vecteur (ON) est la réaultanle (iV 2, Iteui..] des 
vecteurs (OP; et (OQj.Oii a doue, en appliquant le tliéorènie des 




projections (n" 8) et en projetant ces trois vecteurs sur un axe 
quelconque : 

(l;. proj. m) = pi-oj. (OP) + proj. (ÔÔ). 

Projetons sur l'axe x'œ. On a, par définition du cosinus, 

(2) proj. (ON) = cos (AN) = cos [a + h). 

D'après le théorème foudamenlal du n" i^i, la projection du 
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segment OP, porté par t'axe oxi, est égale à ce segment multipliii 
par le cosinus de l'angle ox, ox,. On a donc 

(3) pi-oj. ÔP — OP ces [ox, ox^) = cos h ces o, 

--"^ /~^ 

car l'aQgle ox, ox, a même mesure que l'arc AM = a. 

Le segment OQ étant porté par l'axe oij,, on a aussi ; 

pi-oj.(ÔQ) =ÔQcos {ox,oy,]. 

Or, on a, d'après la formule [15], 

ox, m/, = ox, ox, + ox„ oy, := « + |' 

On en conclut 

(4) proj. (ÔQ) -^ sin b cos (ci + ^] = - sîn ft sin a. 

Les égalités (1), (2}, (3) et (4) donnent, aloi-s, la formule cherchée: 

[38] cos (n -]- 0) ■= cos a cos li ~ sïn a sin 6, 

qui donne cos {a + l>) connaissant cosii, sin a, cosô et siu^. 

75. Calcul de sin (a -f- b). — Conservons les mêmes notations 
qu'ail numéro précédent et soit {fig. 33) j/'y l'axe des sinus relatif 
aux' arcs d'origine A. On a ; 

ox,ny = ^^. 

Ceci posé, projetons le vecteur (ON), résultante des vecteurs (OP) 
et(OQ),sur?/,y. 
On aura, par définition du sinus, 

(5) proj. (ON) = sin AN = sin [a -^ b). 

Le segment OP étant porté par l'axe ox^, ou a, eu vertu du 
théorème fondamental (n" 44), en projetant sur oy, 

proj . (ÔP) = OP cos {otj, ôx,). 
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Or, on a, d'après la formule [14], 

el, par suite, 

(6) proj. (OP) =: cos6 cos la — -J =:cosè siniC). 

lilnfin, OQ étant porté par o)/,, on a en projctaul sur oy, 

proj. (OQ) = OQ cos {oy, oy,). 
Mais, ou a, 

'ly, 01/, :^ oy, ox -|- car, oa;, + ox,, 0)/j, 

On en conclut qiie 

(7) pi'oj- (OQ) = sine cosf'. 
Comme 

proj. (ON) = proj, (ÔP) + proj. (ÔQ), 

Les forninles (S), (6) et (7) donnent : 

[39] sin(a -\- h) ^ sino. cos6 -{- sin/i cosrt, 

qui donne sin((i -|- è) en fonction de sina, sia It, cos a et cos 6. 

Remauque. ^ La formule [39] aurait pu se déduire de la 
formule [38] de la façon suivante : 

Appliquons aux deux arcs - -j- a et 6 la formule [38] qui donne 

le cosinus de leur somme, on a : 

(S) cos(j+a + *)=c»,(^+«)«,S-,i„(^+„)»i,,S. 

Il) Car on 3 

».(.-i)=™.e-.). 
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Or, d'après lus formules lIu n" 55, on a : 



sin i~-\- a] ^ cosf7. 



En remplaçant dans régalité (8) et cliangeanL les signes des deux 
membres, on trouve la formule [391. 

76, Calcul de tg (a + A). — Pour avoir tg (a + h], il siifiit de 
divisée, membre à membre, les formules [38] el [39] cl, il vient : 



Divisons les deux fermes de cette dernière fraction par cos •* cosft 
cl nous obtenons : 







lg(n 


+ h) 


cos 

1 - 


o + cosS 
sin a sin & ■ 
cosn cosi 


Ceci donne, 


eol 


in, la 


, formi 


Lie cliûrchée : 


[401 




!.S' 


{a -!- b 


,--& 


j+ IgS 



qui donne tg [a -\- b) en fonction de tg a et tg b. 

77- Différence de deux arcs.— Les formules [38], [39] el 
[40] sont absolument générales et s'appliquent quels que soient les 
arcs a et b, car il n'a été fait aucune restriction, sur la nature de ces 
arcs, dans les démonstrations qui précèdent. On peut donc les 
appliquer aux deux arcs a et — ô et on a ainsi les lignes de la 
différence a — b : 

cos (a — 6) — cos « cos ( — b) — sin a sin ( — b), 

sin {a- — b) = sin a cos ( — b) + sin (— fi) cos a, 

'SI" '')-l_,g„ig(_J)- 
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Or, d'après les formules [26J, on a : 

cos( — II) = cos6, 
sin (— È) =j — sine, 
lg(~b)=-lgb, 

et les formules précédentes deviennent: 

[38]'''* cos [a — b] = cos a cosb -^ sin a sin è, 
[39]*" sin (a ~b)=. sin a cos 6 — sin b cos a, 

t"^- ^^^'-"■'--^^^. 

Resiaeque.— Si, dans la formule [âS]*'* on fait a = 6, on retrouve, 
en observant que cosO = 1, la formule [30] 

1 ^= cos^a -\- sm^a. 

78. Somme de plusienrs arcs. — Des formules qui donnent 
la somme de deux arcs, il est facile de conclure celles qui four- 
nissent les lignes tri go nom étriqués de la somme d'un nombre 
quelconque d'arcs en fonction des lignes de ces arcs. 

Prenons d'abord une somme a -\- b ~{- c de trois arcs. Si on 
considère a -\~ b -{- c comme la somme de n -f- b et de c, on a, en 
appliquant les formules qui précèdent : 

cos (« -f ^ + c) = cos {a -j- b) cos c — sin {a -\- b) sin r:, 
sin {a + b + c)^ sin (a + b) cos c + sin c cos (h + b), 
tg(a-j- j.)-|-ti 



tg {a + b + c) = 



\-tg{a + b)lgc 



Remplaçons, dans les seconds membres, cos {a -j- b), sin [a -|- b), 
tg (a -\- b) par leurs valeurs tirées des formules [38], [39], [40] et il 
vient, toutes simplifications faites : 



cos 


(a + b + c) 


= cos« 


cos 6 


cosc — 


sin a 


sini 


cosc 




— a'inb 


cosc cos 


a — 


sine cos 


■ a cos 6, 




sin 


(a + b+c) 


= sin a 1 


zosb 


cosc + 


sin S 


cosc 


cos a 




+ sine 


cos a cos 


b — 


sin a sin b sii 


n.c. 




tg(fl 


+ 6 + .) = 


tg« + 
1-tg« 


igb 
Ugb 


-Ig*' 


-tgû 
tgc- 


^tg* 


.tS£_ 




- tg 


c tga' 



De même, pour calculer les lignes trigonométriques de l'arc 
i ■■]- b ~\- c -\- d, on considère cet arc comme la somme de « + * + ^ 
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et de d. On appliquera les formules de la somme de deux arcs ; puis, 
dans les seconds membres, on remplacera les lignes de a + ^ + ^ 
par les valeurs ci-dessus. 

El ainsi de suite. On calculera, de proche en proche, les lignes 
d'une somme d'aulant d'arcs que Ton voudra. 

79. Pofiiiiiles f^i-ii&ratc» {'). ~ Soient m nrcs (i, b, c, ... A, I. 
l'osons 

T. = t-ia + lgb + lue + ... + tgt + Ish 
T^^ tsntg6 + lg6lsc + tgclgn + .... +te* tgï, 

T3 désignant la somme des produits deux à deux des tangentes des m arcs. 
D'une manière générale, désignons par T la somme des produits j) kp de 
ces m tangentes; el, enfin, soit 



le produit des m tangeutes. 

Nous allons montrer que l'on a : 

[al cos (a + b 4- c 4- .- + k + l) = 

cosucosÈcosc ...cosft cos;[l— Ti + Tj — T6+....I, 

[j3] sin (« + 6 + e + ... + fc + /> - 

cos II cos b cos f* cos h os / l'T T -I- T ■ T- -^ ^ 

T, T. -I- T ï, -'- 

M ig(,+t+,+...+i+i)= i'_.|.^'_^:.|,;„,;;.^-; . ■ 

Dans le crochet de la formule [a] figurent toutes celles des soiiimes 
Tj, T2, Tj, .... T dont les indices sont pairs, prises dans Tordre des 
indices croissants et, alternativement, avec les signes (^) et (+). Dans le 
crochet du second membre de la formule [p] figurent toutes celles de ces 
sommes dont les indices sont impairs, dans l'ordre des indices croissants 
et, alternative ment, avec les signes (+) et (— ). 

La formule [f] est une conséquence évidente des formules [a] et [p] que 
l'on obtient en les divisant membre à membre; il suffit donc de démontrer 
les formules [a] et [p]. 

80. Lemme. — V désignant la somme des produits p d p des (m — 1) 
tangentes tga, tgô, tgc, ... tgft et ï la somme des produits p « p des 
m tangentes tga, tg6, tgc, ... tgÈ, tgi, on aies relations : 

(2) T^=T;, + lgl-T;,^,, 

(3) T;„=tg^- t;„_,. 
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La relation (1) esl évidente car, si à la somme 'ï[ des (m — 1) tangentes 
tgo, .... tgA on ajoute tgl, on obtient, évidemment, la somme T, des 
m tangentes t»a, .... tgÈ, Ig?, 

En second lieu, soit ï [p < m) la somme des produits p à p des m 
tangentes tga, ... tgft, tgi. Dans cette somme, réunissons ensemble tous les 
produits qui ne contiennent pas tgi, ce sera évidemment la somme T des 
produits p à p des (m — i] tangentes autres que tgi. Tous les produits 
restants contiendront tg(; mettons-y tgi en l'acteur. La somme que 
multipliera tgl sera une somme de produits de (p— 1) tangentes autres 
que tgJ et il est aisé de se rendre compte que cette somme comprendra, 

est donc 'l'',_, et on a bien ; 

T =r -!-t|^/. T' .,, 



.uUiplie le produit T^„_,, des 
obtient le produit ï„, des 



liuQii, l'égalité (3) est manifeste; car si 
[m- — 1] tangentes tgn, ... tgA par tgî, 
m tangentes tgo, tg6, .... tgt, tgL 

81. Démonstration. ~ Ceci posé, pour démontrer que les formules [a] 
et [p] sont esactes, nous allons d'abord vérifier qu'elles sont esacles dans 
le cas de m = 2. Si, en effet, on met dans les formules [38] et [39j le 
produit cosacosù en facteur, on trouve : 

cos(« +ù) = cos((cos6 fl- 

sin(a4-&)-eosacos&[^^4 



s(a-}-6) = cos« 
sin {a + h)=c 



[l_tf;r<tgi| =c 

os6[tsa^tg6J=: 



On pourrait encore vérifier l'exactitude de ces formules dans le cas de 
7i = 3. En mettant, dans les formules dun''78, cosn cos6cosc en facteur, 
on trouverait, de même, 

sin (« + 6+c)^cosacos6cosc[Ti — tJ. 

Pour prouver que les formules [a] et [p] sont générales, nous allons 
prouver que, si elles sont vraies pour m^i arcs, elles sont vraies 



Supposons, 
pour (m — 1) arcs a, b, ... ft, 

(4) cos(«4-6 + ...+fi') = oosa 

(5) sin(« + & + .- + /(} = cos« 



effet, qu'on ait, en conservant les 



■jik [i — r^ + r;— T;-i-.. 
3s;i[r,— t;+t;.^ï;+.. 
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Pi'umiDs un arc / de plus et considérons a + b + ... -i- k + t comme la 
somme de ii +■ h 4- ... + A* et de /, On aura, en appliquant les forjntiles 

|38j ei;39|, 

cos ((! + 6 + ... -h /i + /l = cos {« + h + ... + k] coâ l 

si„ („ .-]- b -\- ... + ft 4- -= sin (tf + È + ... + k) cos ( 
+ cos(rn-ù-'r..--|-S;)sin/. 

HemplaçoBS, dans ces formules, cos (« -f- 6+ . . 
par leurs valeurs (4) et {S) et mettons cos « co 
nous trouverons : 

cos(n + 6 + ... ~k + l] = 

cûs«cos^-...cosAcos;[i— 'r2 + Ti—T;+... — (T;— t;-]-t;—t; -!-...} tgi], 

sm(a + 64-...-HS4.i] = 

cosrtcosi...cosA-cos;[T;— Tj + r— t;+... + (i— t^ + t;— T^+...)tg;]. 



cos{a + b + ... + k + l) = 

^osaoos6,..cosftcos/[[ — {r, + l8iT;) + (ï;-l-tgrg~|lV[-tg/Tf.) + ...], 

sin(« + 6 + .-.4-ft-|-0 = 

cosfl cos(j...cosft cos; [(T; + tsïl-(T; + tgiT;) + (T'_ + lf!rrj -...]. 

Eu vertu ùa lenime et des formules (1), (2) et (3), on a : 
T-; + igl = 1\, 



Tj + tg i t; = T^, 



et les éf;alitês qui prijcèdent deviennent : 

cos{a + b4-...-i-k + i) = 
cos « cos 6 ... cos k cos i [1 — T^ + IV — T^ + ...], 

sin(„ + 6 + ... + A + ;) = 
cos((C03 6...cos/ccos/[T| — Ta4-Ti~T, 4 ...], 

qui sont les formules [a] et fp] pour m arcs. 

La proposition énoncée étant vraie pour 2 et 3 arcs, sera vraie pour 
4 arcs. Étant vraie pour m = 4, elle est vraie pour m =^'6; et ainsi 
de suite, elle est giïnérale. 

Remarque. — Si, dans les formules [a] et |p] on remplace les tangentes 

parleurs valeurs — ~, r ..., et qu'on effectue le produit, les di'sno- 

•^ cosrt' cosi ^ '■ 

minatcurs disparaissent. 
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EXERCICES 

19. DémontL-ei- les tgalilés : 

cos (a + b) cos (fl — 6) — cos' a — siti' 4 = cos' 
cos{a + S) sin[<x - 6) = sm<i œsn - dn( 





' ^ 


' sin 


cosn 


— sinft 


cos il 


■a 


tg6 




Igo 


+I-: 


tgi 




tRfl 


w* 


ts^ 






»-!)« 


n(6-< 




-1) 



co. (i ~ «) cos (S + t + d) + cos O CO. (« + II) = 

cos{c-a)cos(e + n + rf] + cosficos(6 + rf)^ 

cos(a-6) cos{a + 6 + d) + eosc cos (c + ri) - 

cos « cos (a + ri) + cos 6 cos (fi + ri) + cos c cos (c + ri) — cos d, 

sln ( .In c slo (i - c) [slo> 4 + sin' c + sin" (i - O] 

+ sin c sIn « sin (c - .) [sin. c + sin- a + .in' (c - «)] 

+ .In . sin S .in (a - 1) [sln' « + sin' » + sin' (a ^ S)] 

+ sin (i - c) sln (c - 0) sin (a - S) [sln. (4 - c) + .in' (c - a) + sln' (n - l)] = 0. 

20. Prouver que I'oq a : 

arclg^H- f.rcteg+ aretg^=r|, 

arc tg - + are Ig t H- ara tg - + Hre tg - — ", 
«■■« *g 9^1 - ^'' 'S ^, = are tg ^. 
Dans ces égalités on prend pour détermination de l'arc tangente, colle qui ksi 
comprise entre et - . 

21. A, B,C étant t'ils que 

A 4- B + C — 90", 
tgAtgB + tgBtgC + tgC tgA = l, 

22. A, B, G iHaiit les angles d'un triangle, on a : 

Ig A + ts; B + tg C ^ tg A tg B tg C, 

a [1 + cos A cos B cos C) ^ sin' A + sin» B + sin' C, 

sin A cos B 003 C + sin B cos G cos A + sin C cos A cos B — sin A sin B sin C, 

cosAsinBsinC + cOBBsinCsinA+cosCsiaAsinB = H-cosAcosBcosC, 

sin» A sin (B - C) + sin' B sin (C - A] + sin^ C sin {A - B) = 0, 

sin! A cos (B - C) + sin' B cos {C - A) + sin> C cos (A - B) = 3 sin A sin B hin C. 

23. Démontrer que l'expression 

ne dépend pas de x. 



y Google 



MULTIPLICATION ET DIVISION 111-:^ 



CIIAPlïlfR Vil 
MULTIPLICATION ET DIVISION DES ARCS 

82. Énoncé du i>roblcme. ~ Lu problème général ilc la 
niuUiplicalion ou de la division des arcs est le sulYant ; 

Connaissant les lignes Irir/onomélrigiies d'un arc a, calculer, en 

a 
fonction de ces lignes, tes lignes irigonomclrif/ues des arcs na ou - . 

Nous nous contenterons évidemment de traiter ces questions pour 
les trois lignes fondamentales, le cosinus, le sinus et la tangente, 

83. Mnltiplication des arcs. — Duplication. — Pour avoir 
les formules qui donnent les lignes tri gonomé triques de l'arc 2n, il 
suffit de faire dans les formules [38], [39] et [40] b = a; car, alors, 
a -{- b devient « -j- « .^ %(. 

On obtient ainsi : 

[41] cos 2a = cos^ a ■ — siu^ a, 

1421 sin2a =2sinncosa, 



[43] ls2a= ^ 



"1— tg^«' 

On peut observer, qu'en tenant compte de la relation 

cos^a + sin^a = 1, 

cos2« peut s'exprimer rationnellement soit en fonction decosû 
seulement, soit en fonction de sin a. La formule [41] donne, en effet, 

cos la ^2 cos ^ a — 1 , 
ou cos 2a = 1 — 2sin- c. 

84. Cas général. — Il est facile, ayant calculé les Ugues de 
Tare 2n, de calculer, de proche en proche, celles des arcs 3(«, 4«, etc. 
En effet, si l'on considère 3« comme la somme 2« + a, on aura : 

cos 3a = ces 2a cos a — sin2ffl sin a, 
sin 3a ^ sin 2a cos a + sin a cos 2a, 

Leçons ee Trigonométhik. 6 
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En remplaçant, daus ces égalités, cosSa, sin2a et tg2« par leurs 
valeurs [41j, [42] et [43], il vient, toutes simplifications faites, 

(1) cos3n = cos'a — 3cosa siii^«, 

(2) sin3a = Ssinacos^o — sin'a, 

on aurau pu, d'ailleurs, obtenir encore ces formules en faisant dans 
celles du n" 78, qui donnent les lignes de l'arc a -{- I) -{- c, 



En tenant compte des égalités 

sin^n =1 — cos^ a, 
on pent écrire aussi : 

(/i) cos3ft = 4cos^fl — 3c;os«, 

(5j sin3ff ^ 3sina — 4sin^«. 

Connaissant les lignes tri gonomé triques de l'arc 3«, on calculera, 
de même, celles de l'arc 4a en considérant 4a comme la somme 
Sa -\- a et en remplaçant dans le second membre cos3fl, sin3<ï, 
tgSapar leurs valeurs (1), ('2), (3). Et ainsi de suite. 

Pour avoir des formules générales donnant cosmn, sinmn, Igmi», il suffi- 
rait, dans les formules [a], [p] et [y], du n" 79, de faire les m arcs a, b, c ... 
k, l égaus et égaux à a (voir le chapilre u de l'Appendice). 

85. Division des arcs. — Ëlémcntairement, onne peut résoudre 
le problème de la division d'un arc que dans les cas où le diviseur « 
est une puissance de 2. Ce sont, en effet, les seuls cas qui conduisent 
à, résoudre des équations dont le degré ne dépasse pas le second. 
Nous ne traiterons donc, ici, que ces cas-là, mais nous indiquerons 
cependant la mai'che générale h suivre ('). 

Supposons qu'on se donne une ligne frigonomé trique, par 

exemple cosa, et qu'on veuille calculer les lignes de lare-. Pour 
cela, on écrira la formule qui donne cos na en fonction de cos a et 
sina. Dans cette formule on remplacera a par- et on obtiendra une 
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relation entre cosa, cos - et sin -. Eu adjoigiianl ii cette relation 
l'égalité 

cofi^- + siii^- = 1, 

DU aura deux équations pour déterminer les deux inconnues 



Si on se donnait tgo, on remplaçant, dans la formule qui donne 
Igna en fonction de tg«, a par-, on aurait, de suite, une équation 

donnant tg-. 

Appliquons ces généralités au cas de n ^^ 2. 

86. Problème. — Connaissant cos a calculer les lignes Irigonomé- 

Iriques de l'arc-. 

On a, d'après la formule [41], 

cos 2(1 ^^ cos^ii — sin^ ((. 

Remplaçons, dans cetle égalité, a par -et nons avons 

(1) c„..2-,i„V°=c.sa 
qui, avec la relation 

(2) cos^^ + sin^^=1, 

fournit un système de deux équations à deux inconnues cos ; et 

sin-. En ajoutant et retranchant, membre àmembre, les équations 
('1) et (2), on en tire d'abord les égalités importantes : 

[44] 2cos^- = 1 -\- cosfl, 

[45] 2 sin^ s — 1 — cos a. 
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Ces relations donnent, enfin, 



(3) 



a , . /l + cos a 
2 ^V 2 



.gi=±v/r 



qui, divisées membre à membre, donnent 

(4) 



Les fopmuies (3) et (4) résolvent la question. 

Chacune de ces égalités fournit deux valeurs pour cliacune des 
trois lignes trigonomé triques. C'est là un résultat facile à expliquer 
et cette explication peut se donner sous deux formes diÊférentes. 

Ce qu'on se donne, en effet, ce n'est pas l'arc a, mais son cosinus. 
Le problème résolu est donc le suivant, trouver les lignes trigono- 
métriques des moitiés de ions les arcs qui admettent un cosinus 
donné. 

1° On sait que, si a désigne lun des arcs dont le cosinus est égal 
à cos a, tous les arcs «, admettant ce cosinus, sont compris (n" 46) 
dans la formule [23] 

où ft est un entier, positif, négatif ou nul. Les moiliés de tous ces 
arcs sont donc données par la formule : 



Si k est pair, on a : 



»(--i)-- 



cos I k-K 
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Si k BSiimpair, un a : 



cos f /îTt rt -| = — cos , 



On en conclut que les sinus, cosinus et tangentes des arcs considérés 
ont, chacun, respectivement, deux valeurs égales et de signes 

contraires =t sin -, d=: cos -, ± tg ^. C'est ce que nous donnent les 

formides (3) et (4). 

2° On peut encore raisonner de la façon suivante. 

Faisons d'abord une remarque qui nous sera utile dans la suite. 
Soient A et M {/ig. 34) deux points du cercle trigonomélrique. 
Soit N le milieu de l'arc géométrique A.M, décrit par un mobile allant 
deÂenM dans le sens positif ;Ni le point diamétralement opposé &,N. 

^^ 
Les moitiés des diverses déterminations de l'arc AM sont les diverses 

déterminations des ares AN et AN,. Soit, en effet, a le plus petit arc 
positif AM, de la façon même dont nous avons choisi le point N, l'arc 
-, qui a son origine en A, est terminé en N. Toutes les détermina- 
tions de l'arc AM s'obtiennent en ajoutant à « un multiple entier 
(positif ou négatif) de circonférences. Les moitiés de toutes ces 

déterminations s'obtiennent donc en ajoutant ïi - un multiple entier 
(positif ou négatif) de rfemi-circonférences. Si ce multiple est pair, 
l'arc correspondant sera congru à - et sera terminé en N. Si ce mul- 
tiple est impair, l'arc sera congru à - -|- ^ et sera terminé en N, 

(n- 18). 

Ceci posé, soit x'x [fig. 34) l'axe des cosinus des arcs d'origine A, 
Prenons, sur cet axe, le segment OP égal à cos«. Tous les arcs a 
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sont terminés aux points M et M' situés sur la perpendiculaire en P 

hxx'. Les arcs -sont donc, d'après la remarque précédenle, terminés 

en N ou N,, N' ou Nj, N étant le milieu de l'arc géométrique AM 
et N', le milieu de l'arc AM'. Or, N et N', étant symétriques par 
rapport k xx', la figure NN' N,N'i est un rectangle dont les ciïtés sont 
parallèles aux axes x'x et y'y. 11 en résulte que les arcs terminés aux 
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quatre sommets de ce rectangle n'ont que deux valeurs (égales et 
de signes contraires) pour leurs cosinus OH et OH' ; deux valeurs 
pour les sinus, OQ et OQ' ; deux valeurs pour les tangentes AT et AT'. 
Remarque. — Si, en même temps qu'on se donne le cosinus, on 
se donne aussi l'arc, l'ambiguïté du signe disparaît. Car dès qu'on 
connaît l'arc, on sait (voir le tableau du n° 41) quel est son signe 
suivant le quadrant où il se termine, 



Exemple. 



- Calculer les (ignex Irigonomélriqnes de C<irc ^ sachani que 
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I/ïii-c^ i^laiit tcniiiiié dans le premier qiiadrnnl, toutes ses linni^s sont 

positives; il faudra donc dans les formules (3) et (4) prendre le signe (-^). 
En applicjiiaiit ces formides, on a : 

^vf^.-. 

87. Problème. — Ccikidci- lus Hipias iyi'jonù>aéU-kj\i<'A de l'arc - 

connaissant sin a. 

D'après la formula ;"421, on a ; 

sin •>« -■- 2 sin a cos a. 
Remplaçons, dans ce tle égalité, « par - et il vient 
(i) 2 sin - cos : =: sin a, 

qui, avec la rolation 

{■i) ^'"^9 "^ ^^^^ 7-, = ^' 

fournit un système de deux équations à deu>iin(:onniies sin - et cos -. 

V < + fi V (, + vi)(.-vS) V ■' v's 

(, + fi) (,-/,] = ,-U'-ir = ■:-, = . .. 
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Pour résoudre ce système, ajoutons et retranclions 
l'égalité (1) de l'égalité (2), nous avons 

sin* - + cos^ - + 2 sin - cos - ~ 1 -|- s 

Ceci s'écrit : 

sin :; -]- coïi - = i + sin /(, 



Désignons par e une quantité égale à. + 1 ou à — 1 , de même par 
' une quantité égale aussi à ± 1 , les égalités précédentes donnent ; 



sin - — cos - =: s' ^/l — sin a. 
Do ces deux relations on tire, alors, 

^ sin î = 1 [. v'I+sîn» + .' i/l-siiT7i], 

Comme on peut prendre pour s et s', à volonté, -\- l ou — 1, l'on 
voit que sin - et cos ,t ont chacun quatre valeurs. Ces quatre valeurs 
se correspondent, car dès qu'on a choisi une combinaison de signes 
pour sin z, celte qu'il faut prendre pour cos - est parfaitement déter- 
minée. On peut remarquer que les quatre valeurs du sinus sont les 
mômes que les quatre valeurs du cosinus, mais ce ne sont pas les 
valeurs égales qui se correspondent. Ainsi, si l'on prend : 

ï ^+ 1, e' — — ], 
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>|='[vT+^ 



cos I = - yi + sin a + /l — sin « 1 ■ 
En divisant les formules (3), membre àmeiiibi'e, on a Lg- 



(4) „;_.s/l + -i.,. + .Vl- 



2 S v/| -(- sin (ï — e' \/i — sin a 

Il semble, au premier abord, qu'ii y a aussi quatre valeurs pour 
tg - , mais il est facile de se convaincre qu'il n'y en a en réalité que 

deux. Multiplions, en effet, les deux termes do la fraction (4) par s 
et remarquons que 

■■=(±i)' = + i, 

nous aurons : 



a _ y/ï + sin a + ;s' /l — sin a 
^^~^[ +sin« - seVl-siu«" 

On voit bien, ainsi, qu'il n'y a que deux valeurs, car sï' est égal ; 
+ 1 ou — 1. Ces deux valeurs sont 



y/l + sin a + yl - sin a ^^ ^\ + ^mj - ^i_-^m_^ 
■/i + sin a — \/l — sin a v-Tl^sin *' + \/l — sin a ' 

elles sont inverses l'une de l'autre. 

Les résultats précédents sont faciles à expliquer. 

Ce qu'on connaît, en effet, ce n'est pas l'arc «, mais son sinus. Les 
formules (3) el (4) fournissent donc les lignes trigonomé triques des 
moitiés de tous les arcs dont le sinus est égal k sin a. 

i- Soit «. un arc dont le sinus est égal à sin a. Tous les arcsi^r, 
qui admettent ce sinus, sont donnés par les formules [24] 

a = 2;« + ., o = (2* + 1) u - .. 
Leurs moitiés sont donc données par : 
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Si k est pair, on a : 

oos (/« + ;) == co,:, cos (fa + î-:) = ™;. 

sin(fa + •) == ,i„ î , sin (fa + I - 5) = »»» ^ 

i6(fa + --)= tgï, ig(fa + ;_:)=c„tgî. 

Si A ost impair, 

cos (fc + ^) r^ - cos I , cos (fa + ^ — ,2) = - sin I , 

Bi„ (fa + g ^ - si,, ? , si,, (/» + I - I) = - -. es ^ , 

tg(fa + î)= igî, ts(fa + ^-.j)= colgî. 

On voil bien, sur ces égalités, que les divers arcs ^ ont quatre 
valeurs pour le sinus ou lo cosinus qui sont : 



et seulement deux valeurs pour la tangente, inverses l'une de 
l'autre, 

tg ^ et cotg - = — . 



■2" Donnons encore une explication géométrique. l'ortons sur 
l'axe y'y des sinus des arcs d'origine A {fig. 35) un segment OQ 
égal à sin a. Tous les ares d'origine A, qui ont ÔQ pour sinus, sont 
terminés en l'un des deux points M ou M' situés sur la perpendi- 
culaire en Q à y'y. Soit N le milieu de l'arc géométrique AM et N' le 
milieu de l'arc AMM' [fig. 35), tous les arcs terminés en M ou M' ont 
des moitiés terminées, d'après une remarque faite plus haut, en l'un 
des qiiatre points N, N', N, ou N/ (N^ et N/ étant diamétralement 
opposés à N et N').La ligure NN'N,N,' est un rectangle, mais dont les 
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côtés ne sont parallèles ni îi x'x ni à y'y; les projections des quatre 
sommets sur les deax axes sont donc quatre points distincts. H y a 
quatre valeurs pour le sinus et quatre valeurs pour le cosinus. Il n'y 
a que deux valeurs pour la tangente, puisque les points sont, deux 
à deux, diaméti'alement opposés. 

II est facile de vérifier, sur la figure, l'identité des quatre valeurs 
du cosinus à celles du sinus ; car l'arc géométrique AMM' étant le 




supplément de l'arc géométrique AM, l'arc géométrique AN' est le 
complément de l'arc AN. Il en résulte que l'on a 

arc AN = arc BN' 

d'où résulte le fait énoncé. 

Remarquid. — Si, en même temps que le sinus, on se donne l'arc, 
l'indétermination des lignes de l'arc moitié disparaît. Il sera facile 
de reconnaître quelle est la combinaison des signes £ et e' qu'il 
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faudra clioisir. Soit, en effet, a l'arc donné, les formules (3) et (4) 
donnent les lignes des quatre arcs 



Pour savoir, par exemple, quelle valeur il faut prendre pour avoir 



et ceci nous renseigne aur le aigne de ain =. Connaiasant le signe, il 

ne nous reste plus à choisir qu'entre deux valeurs; car les for- 
mules (3) donnent deux valeurs positives et deux valeurs négatives. 



la grandeur relative de son sinus à celle de sin - ; nous saurons ainsi 

si sin - est la plus grande ou la plus petite des deux quantités ii 

choisir, en valeur absolue. Pour comparer les grandeiirs relatives 
des sinus des deux arcs, il suffît de les ramener au premier 
quadrant (n" 57) ; c'est, alors, le pins grand arc qui a le plus grand 
sinus. 

Exemple. — Calculer les lignes trigonomélriques do L'arc -^ sacliant que 



L'circ 5 appartenant au premier quadrant, son sinus est positif. L'arc 
+ ^ a aussi un sinus positif et, si on le réduit au premier quadrant 



on en conclut que sin^^ est lii phis petite des valeurs positives fournies par 
la relalion(3). 
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11 faut donc prendre, luiiaqiie sii]-'>P,e = + l, :' = — 1 et on a : 

t - = vj + yi — \/-l — \fï 
** v'-j + v/a + \'2~<J-2 

Remarque, — Dans l'exemple du numéro précédent, nous avons, de 
même, calculé les lignes de l'arc 5 , en partant du cosinus. Les expres- 
sions que nous avons trouvées doivent être égales à celles-ci. En égalant 
is et le cosinus, par exemple, on 



^^=.0=^ = V.±VÎ('). 



88. Problème. — Cnlcukr Ig - connaissant li/ a. 
La foniiLile [43_( donne : 

Dans celle égalité, remplaçons n par -- fit il vient : 
1 - ts 5 



\l'-^^sj- 



AivS 



établie dans mes jtecopis gklgèire, ii" 171-174. 



y Google 



94 [.KÇONS m ÏRIGOjNOMÉTRIE. 

qui Lionne tg - en fonction de Ig "■ Chassons le déno mina tour et 
ordonnons : 

(Il lg»tg'î + 2l8^-lgo = 0. 

On a Vd une équation du second degré en tg ^ riui a toujours deux 

racines dont Tune est l'inverse changé de signe de l'autre puisque 
le produit des racines est égal à — 1 . En résolvant, on a donc : 



Il est aisé d'expliquer ces rêsultaLs. 

On se donne tg a et on trouve les tangentes des moitiés de tous les 
arcs admettant cette tangente. Or, si a est l'un de ces arcs, tous les 
autres sont compris dans la formule [25] : 

a = fa + ,. 

Les moiliés de ces arcs sont donc données par la formule 



Si /c est pair, ^ = 2 ^, on a : 

Si le est impair, k ^ 2k' -{- 1, on a : 

tg{*ï+-:) = ig(t'"+i+î)=~"<sî. 

Les ares - ont donc deux tangentes tg - et— - cotg^ dont l'une 

est bien l'inverse changé de signe de l'autre, puisque 

a 1 
cotg - — — . 



On pourrait aussi donner, comme plus haut, une interprétation 
géométrique. Nous laissons au lecteur le soin de le faire. 
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MULTIPLICATION ET DIVISION DES ARCS. 95 

Remarque. — Il est clair que si, avec la tangente, on se donne 
l'arc, Tambiguïté disparaît. Oa sait d'avance qael doit être le signe 
de la tangente; on sait donc d'avance quelle racine il faut choisir. 

Exemple. — Calculer tg ^, sachant que 

L'angle - élant plus petit qu'un quadrant, sa tangente est positiliïe on 
devra donc prendre la racine positive de ré^juation (t) qui, dans le cas 
présent, est 



C'est la valeur que nous avions déjà trouvée au ]|° 86, 

89. Théorème. — Les lignes tvifjonomélriques d'un arc peuvent 

s'exprimer rationnellement en fonclion de la tangente de l'arc moitié. 

La proposition est évidente pour la tangente, car ou a (n° 88) : 

2 lu s 

[46] tgo = ^■ 

On a, d'autre part (n- 87 (l) ), 



cos - 



Or, puisque, d'après !es rormules [31] et [; 



,« 1 
cos^ - = 



1 + tg" , 
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IIE TltlGONOMIÏTUIE. 


l'égalilé précédente s'écrit : 




[47] sin a = 


2 •si 



I + tg" ;j 



Igo' 
on a, on divisant, membre à memijre, les fiirmules [46] et 147], 

1 - is- 1 

[48] co8i = -. 

Les trois l'ormnles [46J, [47] et [48] montrent bien que tg a, ces a 

et sin rt s'expriment rationnellement en fonction de tg ^ - Il en est, 

évidemment, de même ponr leurs inverses cotgff, sêc«, 
cosécff. 

90. Divisions par 4, 8, 16, etc. — Du moment que nous savons 
résoudre le problème de la division par 2, nous pouvons, en répé- 
tant celte division plusieurs fois de suite, résoudre la question dans 
les cas des divisions par 4, 8, etc. ; en général par 2'' ., 

En effet, supposons qu'on connaisse cos a. On a, comme nous 
l'avons vu fn" 86), 



" . 1 /'l -h cos " 

'2 = * V TT 



2 
I — cos « 
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MUI/riPLICATlON ET DIVISION DES ARCS. 
Oi', en changeant dans les formules a en -, il vient 



™î=" V 2 

onds mei 



Remplaçons, dans les seconds membres, cos - par sa valeur ci- 
dessus et nous avons, en posant t ~± i, 



"3=±V — v^- 



-v^ 



1 + 



. /î 4" cos (( 



Lû problème de la division par 4, lorsqu'on se donne cosfi est 
donc résolu. On traiterait de même la question lorsqu'on se donne 
sina ou tgfl. 

En changeant, ensuite, dans les formules (1), a en ^ puis, en 

remplaçant, dans les seconds membres, cos - par sa valeur, on 
aurait les lignes de l'arc —, connaissant cosa; et ainsi de suite. 

I,EÇONS DE TaiaOKOMÈlRlE. 7 
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On peut remarquer qu'on peut avoir, pour un même cas, des 
formules différeutes d"aspect, suivant qu'on prend les formules du 
n" 86 ou du n° 87 comme point de départ, mais les diverses formes 
ainsi obtenues doivent être équivalentes. On pourra, comme 
exercice, le vérifier. 



EXEBCICES 



24. Vérifier les lîgalités si 



^g'^"-'g'"^ .nl"tr°. ' 






tg' a + cotg' a = i~ 



is au I + cos a 



^COtg|-tg|J {I— StgflC0lg2n)== ], 

(l + te I + séc I) (l + rg I - séc = .ln« BoC |. 

*^ (ï + i) + '^^^ (ï "^ i) ~ ^^''^''' 
■«(M) = ^^' 

25. A, 1!, C élaDt les angles d'un triangle, vérifier les égalités suivantes 

sin SA + sin SB + sin SC = i sin A sin B sin C, 
cosSA + ccsaU + cosaCH- 4 cos A cos B cos C + 1=0, 
C0S4A 4- cos4B + cosiC + 1 = 1 cosSA cos2B cosSC. 
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Tli.lSSFORMATlON DKS SOSlMtiS L\ l'IlODUIÏS. 
26. Démontrer ijue l'on a : 



aarclg-+ aretg- 



les arcs étant comprU eiUrii t^t - . 
27. Sachant que 



1:30" = --, 



i;alculer les lignes dos angles de 15' et do 1° 30'. 
28. Les angles fl ot u vériRant l'égalité 



CHAPITRE VIII 
TRANSFORMATION DES SOMMES EN PRODUITS 

91. Transroi'ination d'un produit de sinu» et de cosinus 

en une somme. — Ecrivons les égalités [38], [39], [38]*'» et [39]«' 
qui donnent les cosinus et les sinus des arcs a -\- b &\,d^-b: 

[39] sin (ti 4- i) = sin a cos b -\- siab cos a, 

[39]'"'' sin [a — b) = sinn cos 6 — sin 6 cos a, 

[38] cos(ffl -[- 6) = cos« cos 6 — sin a sioi, 

[38]'"' cos (a — b) ^= cos a cos 6 -(- sin a sin b. 

Ajoutons et relranchons les égalités [39] et [39]*'', il vient : 

(■|) sin (b + ô) + sin (m — S) =: 2 sin a cos i, 

(2) sin [« + è) _ sin [a — b) = 2 siti h cos a. 

De mfime, ajotttons et retranchons les égalités [38] et [38]''", nous 
avons : 

(3) cos(fl + i) + cos(a — i) — 2cosa cos6, 

(4) cos (a — b) — cos (a -f 6) = 2 sin a sin b. 
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Des quatre relations (1), (2), (3) at (4) on tire, alors, les suivantes 
qui transforment des produits e 



[491 



sin a cos i == ~ [siii (« + /') -|- sin (n - 



\^ 



"2^ 
1 

i = - [cos{iî — ■ h) — cos(fl -]- 6)1- 



Remarque. — Pour retenir ces formules, il est bon de porter son 
attention sur ce fait que, dans la formule qui donne sin a sin 6, c'est 
cos (a + b) qu'on retranche. 

92. Transformation d'une somme de sInuB et de 
cosinus en un produit. — Les formules (1), (2), (3) et (4) du 
numéro précédent résolvent immédiatement la question. Nous les 
écrirons sous une forme plus commode. 

Posons : 

ai^/j=p, a — h = q. 

On aura : 



Portons ces valeurs dans les égalités (1), (2), (3) et [^i] do n" 91 et 
nous avons : 



sin,, 


+ 


sin 


1 


= 


2 


sin 


s. 


+ 

2 


î 


c„» 


t 


2 


1 


sin/, 


- 


sin 


'1 


-, 


2 


sin 


t 


^ 


^ 


cos 


E 


+ 


ji 


cosp 


+ 


COf 


'<! 


= 


2 


cos 


£ 


+ 
2 


J 


cos 


t 


T 


1 



[50] 



11 est bon, ici aussi, de porter sou attention sur le fait que, dans 
la dernière formule, c'est lare q qui est le premier. 

Remarque I. — Les formules [50] ne donnent le moyen de trans- 
former en produits que des sommes ou différences de deux sinus 
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OU de deux cosinus. Si l'on avait la somme ou ia différence d'un 
sinus et d'un cosinus, on ramènerait ce cas à l'un des précédents en 
changeant l'un des arcs en son complémcnl. Ainsi : 

s'inp -\- cosq = sinjj + siii ('— — i/j; 



Remarque H. — Les égalités [44] et [45], sur lesquelles nous avons 
attiré l'attention au n°86, ne sont que des cas particuliers des deux 
dernières formules [30]- On a, en effet : 

1 4-COS(ï = COsO + COSfl, 

1 — eos « = cos — cos a. 
En appliquant les formules [50] où l'on fait 
f/=0. y. = n, 
on a donc : 

[44] 'i 4- cos a -= i cos^ - , 



[43] 1 — cos ^1=2 sin- 



2' 



93. Application I. — Transformer l'expression 

s inp — sin g 
sin;? + sin c/ ' 

On a, en vertu des égalités [50], 

si 

siiip — sini/ 2 2 

sinp + sint, ~ „ „,_ P + g „„„ P - i ^ T 
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tg '- 
sm p — smq 

[SU —^ '- — 



ffui est une formvile d'un usage fréquent. 
94. Application II. — l'i-cmaformer la somme 



en mi'produ'u 
On a : 



siii H + sin C — sin (A -|- B -|- C) 

sin A - Mil i.A + lî ^ C) = - 2 sin î^^-5 cos (a + ^4^), 

En ajoutant, on a donc : 

sii) A H- siii li + sin C — siu (A -|- B -]- C) 

Or, d'après [50], 

on a donc, finalement, 

{']) sinA-f- siiiB + sinC — siii(A+B + C) 

_ . B + C . C + A . A + ti 



RE1I.1EQUE. — En remplaçant, dans la Torinule (1), A, B, C, 
respectivement, par 90° — A, DO" — B, 90° — C, on a la nouvelle 
l'ormnle : 

(2) cos A -h cos B + cos C + cos (A + B + C) 

_ B + C C -h A A + lï 
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Cas particuliee. — Dans le cas particulier où les angles A, B, C 
sont les trois angles d'un triangle, on a : 

A + B + Cr^]80", 



et les formules (]} et (2) deviennent : 

(3) sin A + sin B + sin C — 4 cos - cos - ei 



(4) cûsA -|- c 



î + cos C — 1 = 4 sii 



95. Application III ('). — Somme des i 
progression ar'dhmêtiqv.e. 

SniL : 



la somme des cosinus de m arcs en progressii 
le premier lerme et r la raison. 



( des sinus d'arcs i 



ao^[a + {n-i]r] 
lithmétique ('), « étan'- 



Considérons les produits des divers termes de celte somme par 3 sia 5 et 
transformons ces produits en différences. On aura, en appliquant les 
formules [49], 



3cos(a + ,-)siug = 
2 cos {a -t- âr) sin - - 






tiSO de mei Leçons d'Algàbrs. 
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Ajoutons lûutes ces égalités, membres à membres. Dans le premier 

membre, nous pouvons mettre 2 sin - en facteur. Dans le second membre, 

tous les termes se détruisent deux à deux sauf le dernier terme de Ja 
première Égalité et le premier terme de la dernière égalité. Il vient donc : 

2S,i„ï = ™[a + (2„-l)ï]-.i„(«-|). 
Remplaçons le second membre par im produit : 

et Ton a, enfin, 

(1) s= — - — L^ y. 

Posons, de même, 

S' = sin a + sin [a + .■) + sin (^ -[- 2r) + ... + sin [a -f- [n - i)r]. 

On peut calculer S' de la même façon que nous avons calculé S en 
considérant le produit 2S'sLn - et faisant les mêmes transformations; 
mais il est facile de déduire directement la valeur de S' de celle de S. 
Remplaçons, en effet, dans l'expression de S, a par ^ + a. Si l'on se 
rappelle (n° 3S) que 

on ïoit que cette transformation change S eJi — S', Effectuons-la sur les 
deux membres de l'égalité (!) et il vient r 

sin - sin- 

<'>\ «' — . '- L L' . 
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96. Transformation d'une somme de tang'entes. — On a : 

sÎQ^ sintj __ sinp cos ç ± sin^ cos^j 

COS^ COS(/ 

Le numérateur du dernier membre est s'[a{p±q) et on a, par 



|b2J 




tg/^± 


'^'/ cos;.co. 


'^/' 




le même, 












cùigp : 


± cotg 7 


cosp 

~ siii p 


_^ COS ry 

~ sin q 


= 5^îil 


cosp±smp 
smp sinç 


cosq 


.e numé 


[■ateiir di 


i dernini' 


membre 


■ est sir 


.('7±,)l;o,i a donc 


[53] 


cotg;>± 


C0tg7 = 


sin (q d 


--P) 




smp SI 


aq 





La formule [53] sedédnirait, d'ailleurs, facilement de la formule [521 
en remplaçant, dans cette dernière, yj et r/, respectivement, par 

--/; et --5. 

Remarque. —Des deux formules [52] séparées on conclut, en les 
divisant membre à membre, 

tgp — tg 9 ^ sia{p — q ) 

kP + tgï sin(p-f ^V 
Les formules [531 donnent, de même, 

cotgp — cotgç __ sin {q — p) 
cotgp + cotg^ ~ sin(ï + p)' 

97. Application. — Transformer tes expressions 

-'- " \^. 

Remarc^uons que (n°7'2) 

On a donc 

l±lg<, = lgî±ts<i; 
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sin I 7 zt « j ( 2 sin ( ^ ± a \ 
(1) l±,s„^-^.-J = ^— ' 



COS 7 , COSrt 



(2) i^^^°^ "°(^ "-' =%(--„') 

sin - + 



cai', les arcs - — a et ^ -|- « étant complémentaires, 

Remarque. — Si A est un arc exprimé en degrés, on a 
v/i" sin (45" ± Al 

(31 I ± tgA = y^ ^- -' , 

^ ■ " COS A 

UA ^ -^^^ = ^^^''■'^ -J') - 

A sin {'& + 

EXERCICES 

39. Ti-ansforniei' eii prajiiils tes expressions : 

sin a + sin 'âa + sin On — iiiiS o, 

[g (fl + 6 + c) - [Ig a + tg 6 + tg c], 

— 1 + coa'X + cos'n + cos'u + 2i!os).cos(i cos-j, 

1 — COS-), — COs'll — COS^-J + 9C0S). tOS|l cosu, 

rj.(«_i] + tg(6_r; + tg(c-n), 
30. Démontrer l'égalité : 

4cosncosi = (;og(i-<+ l>) + co" (n — 4} -1- cos ( - n -|- *) + cos(-i(- 4); 
plus généralement : 

n étant le nombre des arcs d, i. c, ... l. 
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31. Démonlferqiie ii l'on ;i : 



32. Prouver i^iic Fou a, quel que soil .r. 



COS X + cos U + — J + cos (^3^ + — j + ... + cos [x + 



« lilniit un entier quelconque. 

33. Calculer la somme des carres îles sinus d'arcs en progression arithmétique. 
Même question pour les cosinus. 

34. Démontrer les propositions Buivantes ; 

Théorème- ^ le produit des sinus de deux at-cs positifs, dont la somme est 
conslanie et au plus égale à jr, augmente loi-sque la valeur ahsotue de ta différence 
de tes deux ai'cs diminue. 

Corollaire. — Le produit pi'écédent est maximum lorsque les deux arcs sont 
égaux, a'ilspeuvenl le devenir. 

Génâralisation . — Lepj-oduil des sinus d'un nombre guelcongue d'arcs positifs, 
dont la somme est au pltis égale à m, est inférieur ou au plus égal au produit 
obtenu en remplaçant chacun de ces arcs par leur moyenne aritkmétique. 

Ainsi, a', , x^., ... ir^ étant n axes positifs tels que 



Corollaire — L } l f l l i 

l i la n t ta te et au plu gai 

la f ga Is p nt l dev 

— L p p t p élnt appl g nt 

I i } ir I n' / i' 



yGoosle 



108 LEÇONS DE TIUGOWOHÉTRIE. 

— Elles s'appliquent, également, aux tangentes poin-vii gtie la son 
positifs considérés soit pivs petite que - ■ 

On se servira, poui- faire les démonstrations précédentes, des égalité 



.i[cos(^>-!,)-cos[^-|-i,l], 



SxAi;y = l 



-y) + MS (^ 



et on raîsofliiera comme en algèbre. [Voir, dans mes Leçons d'Atgebm élinientairc 
le chapitre v du livre IV.] 

— Les réciproques des propositions précédentes sont vraies. 

Les démonstrations se font encore comme en algèbre. [N° 137, tli. IT, dis mes 
Leçons d'Algèbre.] 
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LIVRE II 

TABLES. - ÉQUATIONS 
TRiGONOMÉTRlQUES 



CHAPITRE PREMIER 

VALEURS APPROCHÉES DES LIGNES TRIGONOM ÉTRIQUÉS 

98. Théorème. — ■ x élant la mnsvre d'un are positif, plus pelil 
qu'un cjtiadrani et mesuré avec le rayon du cercle pris pour vnitè, on a 
la double inégalité : 

[54] sin ic < ï < tg X. 

Soit, en effet, AM {fç/. 36) cet arc œ. Comme il est posilil' et plus 
petit que - , sin x et l^x sont positil's ut on a : 

sinj:' = MP, 
tgx = AT, 

les longueurs MP cl AT Étant mesurées avec le rayon OA pris pour 
unité. 

Ceci posé, si on compare les aires des deux triangles OMA, OAT 
et du secteur OAM, on a évidemment : 

aire ir. OMA < aire sect. OAM < aire Ir. OAT. 

Remplaçons les aires par leurs expressions; il vient : 

- OA X MP < - OA ;< arc AM < - OA X AT. 
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Ceci donne, en divisant les trois membres par - 
MP < arc AM < AT, 




ce qu'il fallait démontrer. 

99. Théorème. — Le rapport d'un arc [mesuré avec le rayon pris 
pour tiniié) à son sinus tend vers l'unité lorsque cet arc tend vers zéro. 

1° Supposons d'abord cet arc x positif. Puisque nous le faisons 
tondre vers zéro, nous pouvons toujours supposer qu'il est plus 

petit que ^ et, alors, on a, d"aprÈs \a théorème qui précède [54], 



Divisons les trois membres par sin x, ce qui ne change i 
puisque sin x- est positif, il vient : 
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Lorsque x tend vers ïcro, par valeurs positives, cos x tend, 
comme nous l'avons va [voir le tahieau de variation an n° 26), 

vers 1. Le rapport-: qui est donc compris entre 1 et une 

quantité qui tend vers 1 tend lui-même vers I, lorsque x tend vers 
zéro par valeurs positives. 
S" Supposons, en second lieu, x négatif. Posons alors, 



x' sera un nomlire posilil'. On aura : 

sin X sin ( — x') sin v' 

Or, lorsque x tend vers zûro par valeurs négatives, x' tend vers 
zéro par valeurs positives ; îe rapport — ; a donc pour limite 1 , 

d'après la première partie de cette démonstration. Le rapport -^r— , 

qui est constamment égal à -, — ~, a donc aussi pour limite 1. 
On a donc, dans tous les cas, 



liiaf-^'] = l,pour.r = 0. 
\sin xj 



100. Théorème. -- Le sinus d'un arc est supérieur à l'excès de cet 
arc sur le quart du cube de cet arc. L'arc étant toujours positif, plus 
petit qu'un quadrant,, et mesuré avec te rayon pris pour unité. 

On a, en effet, d'après la formule de duplication [51], 



X X ^'" 2 
n a; =: 2 sin - cos tt = 2 • 



Ceci s'écrit : 

(1) sin j; — 2 tg ^ (l — siu= ^Y 
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Ceci posé, l'arc x étanL positif cl plus pelU fiu'uLi quadrant, o» 
d'après le théorème du n" 98, 



(2) 



2' 



"''ï<r 

De celle dernière inégalité, on conclut : 

(3) l-sin^?> 1 -^'. 

^ ' 2 4 

Multipliant, membre à membre, les inégalités ("2) et (3), ce qni est 
permis puisque lous les niem.bres sont positifs, et tenant compte de 
(1), fl Tient : 



ÎO-Ï). 



sin x^ X — — . 

Corollaire. — L'erreur que l'on coinmet en prenant comme valeur 
approchée du sinus d'un arc positif plus petit qu'un quadrant. In 
mesure de cet arc {mesuré avec le rayon pris pour unité) est plus petiip. 
que le quart du cube de cet arc. 

Car, d'après le théorème précédent et celui du n" 98, on a : 

On en conclut : 

0<a'-sinj7<-^'. 

X est donc une valeur approchée de sin x par excès avec une 
erreur moindre que y . 

101 (*). Remarque. — On peut aller [)lus luiii et montrer que l'erreur 
commise est plus petite que le sixième du cube de l'arc. 
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Je dis que : x étant m/i arc positif plus petit que ^ , on a ; 



Écrivons la formule (o) dn n' 8i qui donne sin ^x en foiicl.ion de sin ,t 

sin 3œ = 3 sin ,v — i sin Iv. 
Dans cette égalité, reoi plaçons ic, successivement, par -, -^, -j, etc. . 
jusqu'à — ; nous aurons les égalités suivantes : 

.i„.=3,i„|-4,i„.|, 
sin ^ = 3 sin ^ — 4 sin« ^, 



3" ^ ' 3" 3" 

Multiplions la seconde de ces égalités par 3, la troisième par 'i\ etc. ; 
la deinière par 3"" ut ajoutons les égalités, ainsi multipliées, membres 
ù membres. Il y aura des si m pi in cations évidentes : les termes a sin -, 

3^ sin —„,... 3""' sin —^ figureront des deux câtés et disparfiitrout. 
On aura donc : 



'[-f 



Remplaçons, dans le crochet, chacun des sinus par l'arc correspondant; 
nous augmentons ainsi le crochet et nous diminuons, par suite, le second 
membre. On a donc 

sin ,v > 3" sin ^ - 4 fl' + l! + '^ ... + ^1 ; 

(,) ,i,,^!;Li'.,,„,,£;r, + i-^ + i^ + .,._H-J_i 

\ I £. a' L 3' 3* 3'" -.1 

3" 
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Ceci posé, celle inégalité ()) a lieu quel que soit le nombre entier n; 
elle aura donc encore lieu à la limite lorsque n croit iiiUéflniment. Or, 

lorsqueii croit iiKlériiiimenl, ^^ tend vers zéro; le rapport 



a donc pour limite i, d'après le IhéorèDie du n° 99. D'autre part, la 
quantité entre crochets est une progression géométrique décroissante dont 

le premier terme est 1 et la raison -^ = -. Lorsque n cralt indéfiniment, 

celle sommo a, comme on sait ('), une limite qui est le quotient du 



l.'in^galilé (1) devient donc, a la 



102. Théorème. — x étant un arc ipositif plus pclit qu'un quadrant 
[mesuré anec le rayon pris jjour imiié) , on a : 



On a, en effcsl, d'après la formule de duplication (n" 83), 
cos.K ^ l — -2 sin- - ■ 

Remplaçons, clans le second membre, siii - par la valeur plus 



y Google 



VALKtjRS AI'l'liOCHËliS DES LKiNES Tdi GO NO M ÉTRIQUÉS. ilS 



de ■, 011 aura : 



cos X 'p- 1 — 2 -; 



Remplaçons, de même, sjn-par la Yaicur plus peliLe-^ — 7(0) ^' 



nous aurons : 

cosx<l-2(|-|) 
d'où 



Si, dans le second membre de cette dernière égalité, on supprime 

le terme -r^ ;r--, on la renforce et on a, par suite, 

16 X 32 ' i- ■ 

Les relations (1) et ('2) établissent la proposition. 
Remarque. — Si on se sert de l'inégalité plus approchée du n" 101, 



— (i-S)' 



Doue, il fovii 
(3) 
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Cotte rclaUon (3) est plus approchée que la l'elalion {i). On peut donc 
ilii'e que, pour un ai'c x compris entre et -', on a ; 

1 — ^ < cos a:< 4 — -y + 24 ■ 



commet, en prenant '^ — -^ comme ualeur approchée de cos x\ est plnn 

petite que t^. 
Car le théorème précédent donne : 

^- En prenant la formule (3), on aurait ; 

»<""-('-f)<S- 

103. Calcul approché de cos 10" et sin lu". — Nous allons 
appliquer les deux corollaires précédents (n" 100 et 102) au calcul 
approché de cos 10" et sin 10". Nous avons vu (n° 11, Ex. Il) que la 
longueur de l'arc de 10 secondes est, en prenant le rayon pour unité, 

arc 10" = 0,0000484813681. 



On en conclut, en appliquant le corollaire du n" 100, que l'erreur 
que l'on commet en prenant la valeur de îtro 10" pour sin 10" est 
plus petite que 



On peut donc affirmer qu'en prenant les treize premiers chiffres 
décimaux de arc W on aura une valeur approchée, par excès, du 
sinus à une unité du dernier ordre décimal près. 
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On a donc, pour les treize premières décimales de sin 10", 
8in 10" = 0,00004848131)80, 

en prenant la valeur approchée par défaut. 
De môme, d'après le corollaire du n" 102, la quaiiLité 

1 — ^^ (arc \0"f 

est unevaleur approchée, par défaut, de cos 10" et l'erreur commise 
est plus petite que 

i(.rcl07<ixjjr^.<j„V.. 

Les 18 premières décimales de cette quantité sont donc aussi 
celles de cos 10". En elTectuant le calcul, on trouve 

cos 10" = 0,999999998824778473, 

avec ! 8 décimales exactes. 

EXERCICES 

I 2 . 

36. Trouver tes limites i3es expressions suivantes : 

— ;-- lorsque a.' teiicî vers 0, 
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CHAPITRE II 

CONSTRUCTION D'UNE TABLE 

104. Formiiles de Thomas Simpson. -- Les formules de 
Thomas Simpson sont des formules qui permettent, connaissant 
cos 10',' et sin 10", de calculer, de proche en proche, les cosinus et 
sinus des arcs de 10" en 10" : 10", 20", 30", etc. Voici comment 
on les établit : 

Ecrivons les formules (1) et (3) du n" 91 ; 

sin [a -\- h) -\- sin [a — li) ^ 2 sin a cos i, 
cos (n -|- />] + cos [a — 6) ^ 2 cos a cos l> ; 

eL, dans ces formules, faisons 

ft = ]0" fl^m. 10", 

m désignant un entier positif. Elles deviennent : 

(1 ) sin (m + 1) 10" + sin (m — 1) 10" = 2 sin m 10". cos 10", 
(2) cos(m + l)10"+cos(m— l)10" = 2cosj)ilO". coslO". 

Remarquons que la quantité 2cosl0'' est très voisine de 2. 
Posons alors, 

2 cos 10" ^2 — k; 

k sera une quantité très pelile. 

D'ailleurs, puisqu'on prend comme valeur approclice de cos 10" 
la quantité 

l-^(.>-c-10")', 

on aura : 

2 _ /; = 2 — (arc 10")= 
c'est-à-dire 

è = (arc 10")^ = 0,00000 00023 Îi0/i43 053 (par défaut). 

En remplaçant, dans (1) et (2), 2 cos 10" par 2 — A, on a : 

sin (m + 1) 10" + sin (m — 1) 10" = 2 sin m 10" — k sin mlO", 
cos (m 4" 1)10" -|- cos(î« — 1) 10" ^ 2 cos m 10" — ■ /t cos ni 10". 
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De ces deux dernières formules on déduit, enfin, les suivaiilûs : 

Sin(m + l;10" — Sinm 10" = sin ?)ilO" — sin {m — l) 10" 

— ksinmiO", 

(ios{m + 1)10" — cosmlO" = cosmlO" — cos{m -1)10" 

— tcosmlO", 

qui sont les formules dites <■ de Thomas Simpson ». 

Faisons, d'abord, dans ces formules, m := 1 et nous avons : 

( sin 20'' — sin 10" = sin 10'' — A sin 10", 

( COS20" — coslO"=coslO" — 1 — ^-coslO'', 

qui doiineni sin 20" etcos.20" connaissant coslO" et sin 10" que 
nous avons calculés plus haut (n° 103). 
Faisant, ensuite, m = 2, nous obtenons : 

l sin 30" — sin 20" = (sin 20" — sinlO") — /.• sin 20", 
f cos30" — cos20" = (cos50" — cosIO"i — Acos20" 

qui donnent eos30" et sin 30'. Cette formule, comme on voit, donne 
les différences cos 30" — cos 20'' et sin 30" — sin 20" connaissant les 
différences cos 20" — cos 10" et siu20" — sin 10" calculées plus haut. 

D'une façon générale, les formules de Simpson donnent les 
différences sin [m + 1)10" — sin mlO" et cos (m + 1)10" — cosmlO" 
des lignes de deux arcs consécutifs, connaissant les différences 
précédentes. Le calcul de chaque nouvelle différence n'exige qu'wwe 
multiplication par le facteur k. 

105. Simplifications. — 11 est, d'abord, facile de se rendre compte 
qu'il suffît de calculer les cosinus et tes sinus des arcs de 0° à, 45° 
pour avoir les cosinus et les sinus des arcs de 0° à 90°. 

En effet, si A est un arc compris entre 45° et 90°, son complément 
90" — A est compris entre 0° et 43°. Or, on a : 

cos A == sin [90° — A), 
sinA = cos(90° — A). 

Donc, dès qu'on connaît les lignes de l'arc 90° — A, on connaît 
celles de A. 

Il est même facile de se rendre compte qu'il suffit de calculer, par 
les formules de Simpson, les cosinus et sinus des arcs de 0° à 30° et 
qu'on peut trouver, pour les arcs de 30° à 45°, une formule plus 
simple. 
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Les formules (i) cl (4) du ii" 91 donnent, en effet, 
sin'« + éj = 2sma cos^ — mi{a — t 



C03[a + 6} = 


cos(o 


-S) 


-•2sin 


Taisons, dans ces formules 








« = 


ao^ 


* = 


^A. 


et remarquons que (n" 72) 










jiiiyo" 


■1 




elles devieiincnl : 








sin(30- + A) : 
cos(30-+ A): 


= ces 


A — 
(30'- 


siii(3U' 

-A)- 



Ces relations donnent, par de simples soustractions, les cosinus et 
sinus des arcs 30° + A, plus grands que 30°, connaissant celles des 
arcs A et 30° — A plus petits que 30°. 

106. Vérifications. — Dans l'emploi répété des formules de 
Simpson, les erreurs commises dans les calculs s'accumulent évi- 
demment et, si on les appliquait sans inteiTuplion de 0° à 30°, les 
dernières valeurs calculées seraient beaucoup moins approchées que 
les premières. Il est donc bon de vérifier les calculs et de rectiiier 
les erreurs en calculant, de temps en temps, quelques lignes 
directement. Pour cela, on calcule directement les cosinus et sinus 
des arcs de 9° en 9°. 

Ceci est facile; on a, en effet, 



et, comme nous connaissons les lignes de l'arc de 18° (i 
sera facile de calculer celles de l'arc moitié. On a : 

si„,8. = vSf:i, 

4 
on en conelut, en vertu des formules (3) du n^ 87, 

sina-=ir</v'5'+3-\'5-V'5l. 
cos 9- = j Fv' ^5"+ 3 + v'5 - \ S J . 
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On a, d'aillcLi's (n" 72), cos 18° et sin 18°. Les formuliis d'addition 
donneront cos 27° et sin 27", etc. 

S'il y avait lieii, on pourrait, en divisant encore par 2, une 
ou plusieurs fois, calculer directement les lignes d'arcs plus 
rapprochés. 

On pourrait remarquer, d'ailleurs, que, puisqu'on a les lignes 
trigonométriques des ares de 

/i3°, 30°, 18", 9°, 

les formules d'addition permettent de calculer, par de simples 
pxtrndionn de racines carrées, celles de 



15- = 4S' 


--30-, 


21- 


r--;30' 


~ 9-, 


12' = 30- 


-18-, 


24- 


=--30" 


— 6-, 


6" ^ 18" 


— 12% 


27° 


- 43» 


- IS-, 


3- = 18- 


— 15«. 









On a, par exemple. 



,/2 -I + V3 



107. Remarque. — Les procédés que nous venons d'exposer 
fournissent le moyen de calculer les cosinus et sinus des arcs de 
0° à 9Û". Le problème de la réduction des arcs au premier quadrant, 
que nous avons traité au n° 57 nous montre que l'on connaît, dès 
lors, les cosinus et les sinus de tous les arcs. 

Le calcul des tangentes se fait par la formule 



D'ailleurs, comme on ne se sert, d'ordinaire, que de tables donnant 
les logarithmes des lignes trigonométriques et non ces lignes elles- 
mêmes, on a, de suite, par une simple addition, les logarithmes des 
tangentes par la formule 



q i^x =: logsmx -\- colog cosx {'). 
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CHAPITRE m 



DISPOSITION ET USAGE DES TABLES 

108. — 11 existe deux sortes de laliles tri gonomé triques. 

l" Les tables qui donnent les valeurs elles-mêmes des lignes trigo- 
iiométriques de 0° à 90°. Ces tables sont d'un usage peu fréquent 
en mathématiques; elles servent surtout aux physiciens, plus 
particulièrement dans les calculs cristallographiques. 

Leur emploi ne demande aucune étude préliminaire. 

2° Les tables logarithmiques qui donnent les logarithmes des 
lignes tri gonomé trique s des angles de 0" à 90°. 

Ce sont celles qui sont le plus usitées en mathématiques; leur 
emploi, d'ailleurs, donne lieu à des calculs plus simples. 

Nous ne nous occuperons, dans la suile, que de celte dernière 
catégorie de tables. 

109. Disposition des tabiee lograritlimiques. — Il existe 
des tables donnant les logarithmes des lignes trigo no métriques avec 
un plus ou moins grand nombre de décimales exactes (en général 
4, b ou 7); nous nous contenterons de décrire les tables à 7 déci- 
males telles que celles de Callet, Dupuiset Schrôn. 

Une telle table est à simple entrée et contient les logarithmes des 
cosinus, sinus, tangentes et cotangenles des angles de 0° à 90°, de 
10 secondes en 10 secondes. 

Une remarque, que nous avons déjà faite plus haut (n" 105), a 
permis, immédiatement, de diminuer de moitié la dimension d'une 
telle table. En eflfet, deux angles complémentaires ont, respecti- 
vement, pour sinus, cosinus, tangente et cotangente les cosinus, 
sinus, cotangente et tangente l'un de l'autre. Si, par exemple, dans 
une colonne, sont rangés, de haut en bas, les logarithmes des simis 
des angles de 21''40' à 21°B0', de 10" en 10", en lisant cette même 
colonne de bas en haut, on aura les logarithmes des cosinus des 
angles complémentaires, c'est-à-dire les logarithmes des cosinus 
des angles de eSMO' à 68» 20', de 10" et 10". D'après cela, il suffit de 
former la table pour les angles de 0° à ■45°, puis de la lire en sens 
inverse pour avoir les logarithmes des lignes des angles de 45" à. 90", 
à condition, bien entendu, d'intervertir les cosinus et sinus, les 
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tangentes et cotangentes. Dans la recherche des logarithmes des 
lignes des angles de 0° h 45° on lit la table de linid en bas; pour les 
angles de 4S" à 90° on la lit de bas en haut. 

Pour les recherches dans la table, nous distinguerons donc doux 
cas. 

1° L'angle est plus petit que 45°. — SoîL, par exemple, à trouver 
dans la table 

;ojcos{2l°42'30"). 

Pour cela, nous cherchons la page au haut de laquelle est inscrit 
21°. Dans la première colonne de gauche nous cherchons le 
nombre 42 qui donne les minutes; puis, dans la seconde colonne de 
gauche, entre 42 et 43 de la première colonne, nous nous arrêtons 
au nombre 30 qui donne les secondes. Les logarithmes des lignes de 
l'angle de 21° 42' 30" se trouvent inscrits dans la ligne horizontale à 
laquelle nous sommes ainsi conduits. Ainsi /017 cos (21°42' 30") se 
trouve à l'intersection de cette ligne et de la colonne qui porte en 
kawt l'indication cos. ou co-sin.; on trouve : 

Inrj COS (21°42' 30") ^ T, %8052o ('). 

'2" L'angle est plus grand que 45". — Soit à trouver dans [a table 

log eotg(63'>15'20"). 

On cherche, dans la table, les pages aw bas desquelles sont 
inscrites 63"; puis, dans les premières colonnes à droite, en remon- 
tant, le nombre 13 des minutes. Entre 15 et Ifi, en remontant dans 
la seconde colonne de droite, on s'arrête à 20, nombre des secondes. 
La ligne horizontale à laquelle on parvient ainsi contient les loga- 
rithmes des lignes de l'angle de 63'"lb' 20". Par exemple, le log cotg 
se trouve à l'intersection de cette ligne horizontale et de la colonne 
au bas de laquelle est inscrit co-tavg. On trouve, dans le cas prcsent, 

log cotg [63°1S'20") = 1,7023615. 



Uj Danacetlaiiii 


2S tabloB ani 
do 10. Ainsi 


, dons La table de CaUet, on trouve 


au Ueu d>: 




9,9li805îS 
T,£IG90326. 


ristique. En effet, 

sont plus petiWa 
caractéristiques dt 


mer lieu k i 
!3 log Ig SOI 


sucuna araliiguïté ; car on sait d'ava 
isliquee des loj, ain et ioff coa sont 1 
îlita que 1. Pour les targanies, conm 
carastéristiqiies des lou Ig sont né 
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HO. — La lable contient, outre les colonnes dont nous avons parlé, 
trois petites colonnes intitulées di/f. qui donnent, toutes calcu- 
lées, les différences successives entre les parties décimales de deux 
logarithmes consécutifs, différences qui nous seront utiles dans la 
suite. 

Ainsi, par exemple, on trouve, dans la table, 

log sin (34" 5' 20") = T, 748S389 

el lorj sin (34" U' 30") = ï, 7483900 , 

La difTépence entre les parties décimales de ces deux logarithmes, 

74859ÛÛ-748SS89 = 3]1, 

se trouve inscrite, dans la colonne intitulée dlff". située à droite de 
la colonne sin, en face de l'intervalle qui sépare les deux loga- 
rithmes. 

Pour les différences relatives aux logarithmes des tangentes et 
cotangentes, il suffit d'une seule colonne commune, en vertu de la 
remarque suivante : 

La différence entre les logarithmes des tangentes de deux angles est 
égale, en valeur absolue, à la différence entre Jr-t logarithmes de leurs 
cotangentes. 

Soient, en effet A et B deux angles, on a : 

Par Huite, 

lot) cotg A ^ — loff tg A, log colg B ^= — log (g B. 
on a donc : 

log cotg A — tog cotg B — — Uog Ig A — log tg lil. 

Les deux différences sont donc égales, en valeur absolue, mais de 
signes contraires. 

En vertu de cette propriété, il suffit d'une seule colonne, intitulée 
diff. comm. et placée entre les colonnes des tangentes et des cotan- 
gentes, pour donner les différences des log tg. et log cotg. des 
angles consécutifs. 

Enfln, certaines tables contiennent, en marge, des petites tables 
de parties proportionnelles dont l'usage sera donné plus loin. 
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m. Usage des tables ('). — Les tables que nous venons de 
docrire nous permeltronb de résoudre les denx questions suivantes : 

1° Étant donné un angle plus petit que 90°, trouver le loganihmi 
d'une ligne trigonométrique de cet angle; 

2° Étant donné le logarithme d'une certaine ligne trigonomélrique 
d'un angle, compris entre 0° et 90°, trouver cet angle. 

Ces deux problèmes présentent quelques différences suivant qu'il 
s'agit du sinus et de la tangente ou du cosinus et de la cotangente. 
Nous traiterons séparément les deux cas. 

112. Problème I. — Calculer le logarit/ime du sinus ou de la 
tangente d'un angle donné. 

Si l'angle donné contient un nombre de secondes qui est multiple 
de 10, le logarithme cherché se trouve immédiatement dans la table, 
comme nous t'avons expliqué plus haut, sans aucun calcul auxiliaire. 

Supposons, maintenant, ce qui sera le cas général, que le nombre 
des secondes ne soit pas un multiple de 10. Soit, par exemple, à 
trouver 

%sin(57MT44",81). 

Comme le sinus croit lorsque l'angie croit de {)" à 90", il en résulte 
que 

log sm (37" 17' 40") 

est une valeur approchée par défaut du logarithme cherché. On 
trouve, dans la table (en la lisant de bas en haut, puisque l'angle 
est plus grand que 45°), 

logaln (57= 17' 40") = I, 92S0326. 

Pour obtenir le logarithme demandé, il faut augmenter la partie 
décimale de ce logarithme d'une certaine quantité que nous allons 
calculer par la méthode des parties proportionnelles. 

On admet, ce gui est suffisamment exact, que l'accroissement du 
loggia, est proportionnel à Vaccroissement de l'angle, lorsque cet 
accroissement est très petit. 

Gela étant, on lit, dans la colonne diff". (de bas en haut), que 
l'excès de log sin (57°17'50") sur log sin (b7''ir40"} est, pour la 
partie décimale, 136. La partie décimale du log sin augmentant 
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de 136 lorsque l'angle augmente de 10", elle croit, en verLu de 
l'hypothèse de la proportionnalité faite plus haut, de 

4,8.| x^ = 4,81 Xl3,6=65,'il(î, 

lorsque l'angle croîl de 4", 81. La partie décimale de 

%sin(u7°lT44",8!) 
est donc : 

9-25032Ô + 6a = 9230391 ; 

car on néglige les chiffres au delà du septième. Cependant, si le 
huitième chiffre était plus grand que 5, on forcerait ,1e septième 
d'une unité. 

Lorsque la table contient des tables de parties proportionnelles 
{p-p-), on trouve, dans ces petites tables, les produits, tout effectués, 
de 13,6 par les nombres de 1 à 9. Voici, dans ce cas, comment on 
dispose le calcul : 

}joiir. . . . Ei7"ÎT40" 1,9250326 à= 136 

pour. -.. 4" 54,4 

2}ow: . . . 0",8 10,88 

pour 0",01 0,136 

logsin (S7M7'44",81) = 1,9250391. 

La question se traiterait de la même façon s'il s'agissait d'une 
tangente, parce que la tangente d'un angle varie, comme le sinus, 
dans le même sens que l'angle. 

KxEMPLE. — Culmkr 

%l.g(28"'f3'3T', 64). 

pour 28"43'30' T,73882[2 A = 499 

pour 1" 349,3 

pour 0",6 29,04 

pour 0",04 1,996 

iog tg (28° 43' 37", 64) :^ 1,1388093. 

H3. Problème II. — Calculer le logarithme du cosinus ou de la 
cotangenle d'un angle donné. 

Nous ferons, immédiatement, la remarque suivante : le cosinus et 
la cotangcnle d'un angle compris entre û" et 90" varient en sens 
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inverse de cet angle. Au plus grand angle corpespood donc le plus 
petit cosinus ou la plus petite cotangente. Il en résulte que, si l'on 
veut avoir une valeur, approchée par défaut, du logarithme du 
cosinus ou de la cotangente d'un angle, il faudra prendre le 
logarithme du cosinus ou de lacotangente de l'angle, immédiatement 
supérieur à l'angle donné, qui se trouve dans la table. 
Ainsi, soit à calculer 

;o(/cos(3e'>25'52",73). 

Nous chercherons, dans la table, log cos (36" 2S' 0") qui sera une 
valeur approchée par défaut du logarithme cherché. On trouve ; 

% cos (36° 26' 0") ^ T,90SSS22. 

Or, la différence entre ce logarithme et celui qui correspond 
à l'angle précédent est (voir dans la colonne diff".) 155. Nous raison- 
nerons, alors, de la façon suivante, en admettant, comme toujours, 
la loi de proportionnalité. 

Lorsque l'angle diminue de 10", la partie décimale du loi) cos. 
augmente de 153. Pour obtenir 36" 25' 52",73, il faut diminuer 
36° 26' 0" de 7", 27. Donc, lorsque l'angle diminue de 7", 27, la partie 
décimale du logeas augmente de : 



10 

On prend 113, en forçant le dernier chiffre dune unité, parce que 
celui qui suit la virgule est plus grand que 5, et on a, pour la 
partie décimale du logarithme cherché, 

903.5522 + 113 = 1)035635. 

Lorsque l'on a une petite tahie de parties proportionnelles 
{p. p.), on dispose les calculs ainsi : 

pour 36° 26' Û" 1,9035522 4 = 155 

pour — r' 108,5 

pour — 0,"2 3,1 

pour — 0"{\1 1,085 



log cos (35° 23' 32",73) = 1,9055635. 
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On agirait de la môme manière dans le cas de la colangcolo. 

ExEMPi.K. — Cideulcf 

%cotg{73°o'32",93). 
pour 73- 3' 40" 1 ,4827724 A = 7;;6 

pour -^ 1" 529,2 

pour — 0",07 3,592 

% coLg(73"3'33",93) = Î,48283a8. 

114. Problème inverse I. — Connaissant le logarithme du sinus 
ou de la tangente d'un angle, calculer cet angle. 

Proposons-nous, par exemple, de rechercher l'angle A, sachant 
que 

Zo*;tg A := 0,2893451. 

Nous rechercherons, pour cela, le pins grand angle, figurant dans 
la table, dont le loglg est contenu dans le logarithme donné. — 
Comme ce logarithme est positif, cet angle sera plus grand que 45", 
puisque sa tangente est plus grande que 1 ; il faut donc lire la 
table de bas en haut. — Nous trouvons ainsi que cet angle est : 
ti2» 48' 40", dont le logarithme de la tangente est : 0,2893031. 

Nous avons là. une valeur approchée par défaut de l'angle 
cherché A. Pour calculer les secondes, dixièmes et centièmes de 
secondes, nous appliquerons encore la méthode de proportionnalité. 
La différence entre la partie décimale du logarithme donné et celle 
de log tg {&i" 48' 40") est : 

S = 420. 

Or, la différence entre (03 tg (62* 48' 40") et le logarithme suivant 
est (voir dans la colonne di^. com.) 



lérence qui correspond à un accroissement de l'angle de 10". 
,î est donc le nombre des secondes cherchées, on aura : 



A 


420 

" SIS ■ 


420 


= 8,10. 
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On pourra se servir des tables de parties proportionoelles pour 

faire la division de 420 par 51,8. On cliercliera, à cet effet, le plus 

grand multiple de 51,8 contenu dans 420. On retranchera ce 

multiple de 420 et on cherchera le plus grand multiple 5,18 contenu 

dans cette différence, et ainsi de suite. 

Voici comment on disposera l'opération : 

/ojtgÂ^ 0,2893451. 

pour 0,2893031 62" 48' 40'' A = 518 

dl/f. = 420 
pour 414,4 8" 

d]ff: ^ 5,(3 

1WUV 5,1 O'MO 



A = 62^ 48' 48",10. 
On procéderait de môme dans le cas du logarithme du g 
Exemple. — Calader l'angle A, sachant que 

log siak :^ r,753681ii. 
pour f,7o3670fl Si^aa'O" A = 

di/f. ■=■ 23 
pour 24-, 4 0",8 

(fjf. = o,e 
jmii: 0,li 0",02 



115. Problème inverse II. — Connaissant le loQorilhnie du 
cosinus ou de ta colangeiHe d'un angle plus petit que 90", calculer 
cet angle. 

Comme le cosinus et la colangente varient en sens inverse de 
l'angle, il faudra, pour avoir une valeur de l'angle approchée par 
défaut, prendre, dans la table, un angle dont le hg cos. ou le 
log cotg. soit supériew au logarithme donné. 

Soit, par exemple, à calculer l'angle A. tel que 

% cos A =1,5152807. 

Le logarithme de la table immédiatement supérieur à celui-ci est : 

log cos (70" 52' 40") = 1,5153232 ; 

70° 52' 40" est donc une valeur approchée par défaut de A. 
■ Pour calculer les secondes et fractions de secondes, appliquons la 
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règle de prnportionaSîté. La différence entre log cos {70" 82' 40') fil 
le logarithme donné est 

5 = — 423. 

La différence entre ce logarithme et le logarithme suivant dans la 
table est (colonne diff.) 

4 = — 608. 

Le nombre s de secondes cherché est donc tel que : 

j_ _ S _42S. 
10 " A ~ 608' 
d'où 

En se servant de la table des parties proportionnelles, on dispose 
ainsi le calcul : 

loij cosA= T, {5152807, 

pour ï,olb323-2 70" 52' 40" A = 608 

diff. 3. _ An 
pour — 364,8 6" 

diff. = — 60,2 
pour — 54,72 0",9 

di/f. = — 5,48 
pour — 5,47 0'^09 

A — 70" 52' 46", 99. 

On procéderait de même dans le cas oii on donnerait le loga- 
rithme de la colangente, puisque la cotangente, comme le cosinus, 
varie en sens inverse de l'angle. 

Exemple. — Calculer l'angle A, suehnnt que 

%cotgA = 0,4a83712. 
pour 0,4583965 i%° II' 20" A = 078 

diff. = — 333 

pour — 203,4 3" 

diff. = — 49,0 
pour — 47,46 ',7 

diff. = — 2,14 

pour , . — 2,0 : 0",03 

A ^ iîl" Jl'23",73. 
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116. Remarque I. — Un angle est déterminé avec pins de précision 
lorsqu'on connaît le logarithme de sa tangente que lorsqu'on 
connaît celui du sinus ou du cosinus. 

En effet, la différence tabulaire entre les log tg, est égale à. ia 
somme des différences tabulaires correspondantes du log sin. et du 
log COS. Car, puisqu'on a : 

log tg a; = log siti x — log eos .r, 
log tg (a; + lO") — ho sin > + 10") — log cos {x + '10"), 
si on pose 

log tg {x -\- 10") — lo(i tg a^ = A, 

log sin {x -\- 10") — hg sin ar ^^ 5, 

lo'j cos (a; -)- 10") — log cos x = -^V, 

A = S + 5'. 

La différence tabulaire pour les log tg. est donc plus grande que 
pour les log sin. et log cos. Or, plus la différence tabulaire sera 
grande, plus l'angle sera déterminé avec précision, puisqu'une très 
faible variation de l'angle se traduira par une assez grande variation 
du logarithme. 

Remarque II. — Les tables ne donnent pas, en général, les loga- 
rithmes des sécantes et cosécantes; mais, dès qu'on connaît les 
logarithmes des sinus et cosinus, on a, de suite, ceux des sécantes el 
des cosécantes. 

En effet, puisque 

! 1 



log séc a;- ~ ( 


■Mog cos a.', log coséc x = 




EXERCICES 


37. Galculei-, au moye 


!n des tables : 




log cos (iB- r aa", 35], 
;ojjcolg[75M0'Si",29), 
%séc(lO'S3'S3", 71), 
log eosôo (63' 58' 6", 37), 

% sin (57» IT il", 81). 


Calculer l'angle x d;ii 


us les cas suivants : 

log sin 3) — 1,7563811, 
log cos œ = 1,3345333, 
log ts s: = 0,5412134, 
log séc X = 0,3375843, 
% coséc 3? = 0,.il5îaC3. 
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CHAPITRE IV 



RENDRE UNE FORMULE CALCULABLE PAR LOGARITHMES 

117. Enoncô du problêoie. — Une formule qui fournit une 
quantité inconnue eu fonction, ûe plusieurs autres connues, est dite 
calculable par logarithmes, si on peut trouver directement le loga- 
rithme de la qnïntité inconnue, connaissant les logaritlimes des 
données, sans revenir, pour ces données, des logarithmes aux 

Pour qu'une formule soit calculable par logarithmes, il faut et il 
suffit que les données ne soient reliées entre elles que par des signes 
opératoires autres que le signe {-\-) ou le signe ( — ). On a, en effet, 
immédiatement, d'après les propriétés connues des logarithmes ('), 
le logarithme d'un produit, d'un quotient, d'une puissance, d'un 
radical, connaissant les logarithmes des quantités qui y figurent; 
tandis que cela n'a pas lieu pour une somme ou pour une 
différence. 

Comme les tables trigonoraétriques ne fournissent que les loga- 
rithmes des lignes trigonomé triques des angles et non les lignes 
elles-mêmes, il est intéressant que les formules soient toutes calcu- 
lables par logarithmes, pour éviter d'avoir à faire le calcul des 
valeurs elles-mêmes des lignes, connaissant leurs logarithmes. 

Pour nous rendre compte de l'importance de ce fait, prenons un 

exemple. 

Étant donnés deux angles A et B, supposons qu'on vftuille calculer 
l'angle X tel que 

(1) 2sin.ï = sin A + sinB. 

Si on se servait de la formule (1) il faudrait : 1° calculer loy sin A 
et log sin B. 2° Connaissant ces deux logarithmes, il faudrait, en se 
servant de la table de logarithmes ordinaire, calculer sin A et 
sinB. On aurait, alors, 

sin A -j- sin B. 
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3° On calculerait 

lo/f [sin A -|- sin B", 

ce qui donnerait 

loif sin X =: log [sin A + sin B] + colog 2. 

4" Enfin, on calculerait l'angle x connaissant log sin x. On aurait donc 
six calculs logarithmiques à, faire, ce qui, non seulement serait long, 
mais encore risquerait fort d'accumuler les erreurs. 

Au contraire, si, à l'aide des formules [50], on écrit la formule (1) 
sous la forme : 

on évitera tous les retours des logaritlinies aux nombz-es et on n'aura 
que troi» calculs à faire ; à savoir : 1° les calculs de loi/ sin — - — - 

et log cos — T — , ce qui donnera, par addition, togsinx. 

2° Connaissant, io(/ sin x, on calculera x. 

Lorsqu'une formule n'est pas calculable par logarithmes, rendre 
celle formule calculable par logarithmes, c'est la remplacer par une 
autre formule qui soit calculable par logarithmes'. 

Ainsi, par exemple, on peut dire que la formule (2) est la 
formule (1) rendue calculable par logarithmes. 

Les formulevS de transformations de sommes en produits du 
chapitre vin {0°* 91 à -97) résolvent immédiatement la question 
dans certains cas particuliers; mais les choses ne se passent pas 
toujours aussi simplement. Dans les cas généraux, il faudra, pour 
rendre une expression calculable par logarithmes, introduire un ou 
plusieurs angles auxiliaires dont les valeurs seront données par des 
formules logarithmiques. 

lis. Transformation d'une somme. — Transformation 
de A -f B. — Soient A et H deux quantités positives dont on ne 
connaît que les logarithmes, il s'agit de calculer loif (A + B), sans 
calculer A et B. 

A cet effet, écrivons, en mettant A en facteur, 



A + B = a[i+5]; 
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el posons : 

{■!) Lg>=-. 

L'angle <f, ainsi dérini, sera facile à calculer, connaissant log X el 
log B, puisque 

lo^ tg (f = - [loy B + co/oi/ A] . 
Ayant calculé cp, on aura : 

et. comme 

1 -]- tg^ <f = Y- , 

' " • COS^ç- 

(2) K + ]i = ^^. 

L'expression A + B est ainsi rendue calculable par îogaritlimes 
et on a : 

log (A + B) = ïoj A + 2 colog coscf, 

Rbmarqur. — Il est facile de se rendre compte que l'emploi de 
l'angle auxiliaire f donne bien une simplification de calcul. En effet, 
on n'aura, ainsi, que deux calculs logarithmiques à faire, celui de f 
et celui de log cosç ; tandis que directement il aurait fallu faire trois 
calculs logarithmiques : ceux de A et B, connaissant log A et log B, 
et celui de log (A + B), connaissant A -j- B. 

119. Transformation de A — B. — Soient A et B deux quantités 
positives, A étant plus grande que B, dont on ne connaît que les 
logarithmes, calculer log (A — B). 

Écrivons, en mettant A en facteur, 

A-- Brr^Ari — ?!. 



angle <} lel que l'on ail : 
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Cet angle cp se calculera aisément, ne connaissant que iog k et 
oo B, car 



Iog sin ^ = - I ioy f{ + cohg \ j . 



Ayant calculé ^, on aura : 

A — H=tA [1 — sin^oj 
et, par suite, 

(2) A — B = Acos^9. 

A — B est ainsi devenu calculable par logarithmes, car 

loy (A — B) ;^ Iog A -|- '^ ^og cos ç. 

120. Remarque. — On pourrait indiquer une méthode de trans- 
formation qui s'appliquerait, à la fois, aux deux cas A + B et A — B. 
lïcrivons, en effet, 

A posons 

ce qui est toujours possible puisque la tangente peut prendre toutes 
les valeurs possibles. 

Ayant calculé * par cette formule, 

iog tg ^ ^ hg B -f- coiog A, 
on aura : 

AzhB = A[l dztgo] r^A[lg4o"± tg^j. 
(J'après la formule [52], on a : 

tg li'-i" ± tg ^ = y-- ii , 

cos 45° cos » 

ce qui donne 

(•2) A±B=A ™'f =^''' . 

cos 4-5" cos if 

formiile calculable par logarithmes. 
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Celle transfornialiou, sauf dans des cas spéciaux oti l'angle f se 
présente dans d'autres calculs, est moins avantageuse que les deux 
précédentes, car elle exige un plus grand norabre de calculs loga- 
rithmiques. 

Cependant, si on a, à (a fois, h. calculer lo<} (A -f B) et log (A — B), 
elle sera préférable, car le même angle auxiliaire o servira dans les 
deux cas, 

121. Cas général. ■ — IL nous sera facile, maintenant, de trans- 
former une somme quelconque. Soit à calculer 
(0S(A^=B ±-. C±I)± ...) 
connaissant 

log K, loi/B, loi) C, logD, ... 

Pour cela, nous rendrons, d'abord, A dz B calculable par loga- 
rithmes, ce qui nous donnera log (A d: B) au moyen d'un premier 
angle auxiliaire cp. Puis, [A ±: B) étant considéré comme effectué, on 
rendra calculable par logarithmes (A ± B] ± C par l'introduction 
d'un second angle auxiliaire >]/. Il faudra un troisième angle 
auxiliaire 6 pour rendre calculable par logarithmes A ± B + C d: D ; 
et ainsi de suite. 

Soit, par exemple, 

A + B — C. 

Nous posons, d'abord, 

et nous avons : 

(2) A-fB = — ^; 

^ ' COS^ cç 

on en conclut 

A .|- lï _ C = — ^ C. 

l'osons, enfin, 

C cos^ o 

(3) sin't = --^, 

cl nous aurons : 

(1) 
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On calculera donc : 1° f par la formule (1); 2°! par la formule (3), 
connaissant ^; 3" Connaissant, enfin, ^ el ■h, nous aurons 

tofi (A + B - C) 
par la formule (4). 

122. Expressions rationnelles. ■ — Soit à rendre calculable 
par logarithmes une expression de la forme 

A±B± C±.... 



Il suffit, pour cela, de rendre, séparément, calculables par loga- 
rithmes le numérateur et le dénominateur; car le logarithme de 
l'expression est !a différence des logarithmes des deux termes. 

Application. — Calculer log connaissant log a et log ]>. 

On transforme a — b et a + ^ 6t, ici, comme on a les deux 
quantités, à la fois, on appliquera la méthode du n" 12U. 
On pose 





b 


«sin(45"-ç) 




ces 45" COS9 ' 




b . 


asin(45°-|-<p) 




COS45'' C0S5 


.„ 


h 
11 


sin(45"— If) 


+ 


sin(43- + (p} 



Si on remarque que 

sin(45"-h?) = ^osi4g"-^) 

parce que les angles 45' + ? et 4a" — if soni complémentaires, celte 
formule devient 



On aurait pu, d'ailleurs, l'obtenir dii-octement de la façon 
suivante : 
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Or, comme 

lg45" = l, 
ceci peut s'écrire : 

n + S •l+tg45ns, '^^ ''• 

en vertu de la formule [40]'". 

123. Expressions irrationnelles. — l'onr rendre une 
expvessioti do la forme 

"; E 

calculable par logarithmes, il suffit de savoir traiter la question pour 
l'expression E placée sous le radical; car, dès qu'on conoait log E, 
on a ; 

log"\Ë r= — . logK. 

EsEMi'LE. — Rendre calculable par logarithmes ^a^ -f 6^, 
0.1 pose : 

. . ''' ,. ■ . ^ 



124. Remarque. — On peut souvent profiter de la forme spéciale 
des données pour simpliiier les transformations. Ainsi, comme nous 
l'avons vu (liv. 1, cliap. viii], on peut rendre calculables par 
logarithmes toutes les expressions 

sin^j ± sinç, cospicosi;, sinpdrcosg, 
tg^ ± tgq, cotgj) ± cotgj, etc.-, 

sans se servir d'aucun angle auxiliaire. 

Voici encore un exemple de ce genre : 

Application. — b, C, ékmt deux longueurs connues ei k un ntif/le 
donné, calculer 



log \ b- -\- e} — SAccosA. 
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En suivant la méthode générale, il faudrait deux; angles auxiliaires. 
Nous allons voir que, si on suppose 6 et c connues elles-mêmes, et 
non leurs logarithmes, il suffira d'tin seul angle auxiliaire. On a, en 
cifet, 

A A. 

cos A = cos^ - — sin^ ~ , 



0// + <:^] (cos^ I + sin^ I) _ ne (cos^ ^ - S,«^ ^) 



= \/(* 



' cos^ - + l* + cY 



Sous le radical il ne figure plus ainsi qu'une somme de deux 
termes. Nous aurons donc : 



/h' _]_ c'^ „ i/jc cos A --: li + e} sin^yi + {l-jzfi ''■'^^^' t' 

Posons : 

b — ef^ 

il vient, enfin, 



{/. + c) sin -_ 



(2} v'*^ + c^ — 2l>c cos A = 

* ' ' ' cos (ji 

— Si, contrairement à notre hypothèse, on ne connaissait que 
(ogb et loge, il faudrait toujours deux angles auxiliaires. On 



poserdl : 






(3) 




t6+ = j; 


on aurait : 






{■S) 


'B? ^ 


-=lg(ffi--+icolg*, 


eL, finfin, 




J sii, (45« + <.) sin * 


(51 l/S" 


4- c" - -2» 


c cos A = — ■ 



cos 45" cos •]! cos ç 
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125. Ri^golution trigronoinêtrique d'une équation dn 
second degré. — Le problème que nous nous proposons de 
résoudre est le suivant : 

Étant donnée l'équation du second degré 

(1) ax^ + bx+c = (i, 

donl les deux racines existent, calculer ces deux racines, connaissant les 
logariihmes des valeurs absolues des coefficients. 

Première méthode. — La formule connue (') de résolution de 
l'équation (1) est : 

— 6 zh \lb'^ — kac 



Ceci peut s'écrire : 

(2) 



-èhv'-^]. 



en mettant i^ en facteur sous le radical et faisant sortir b de ce 
radical. (Les signes + de cette formule ne correspondent pas 
nécessairement à ceux de la formule précédente.) 

Pour rendre la formule (2) calculable par logarithmes, nous 
distinguerons deux cas : 

1" Les deux racines de l'équalion sunl de même signe. 

On a donc : 



Dans ce cas, les racines existant, la quantité placée sous le radical 
est positive, et on a : 

Nous pouvons donc poser : 
(31 sin^ ù = -T~ 

et l'angle 'f est calculable par logarithmes, lorsqu'on connaît les 

(1) Voir lo 11» 87 de mes Levons d-Xhjibn .:l,JmeillMi.: 
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logarithmes des valeurs absolues de a, b, c. Les deux racines w' et x" 
sont donc données par les formules : 

Ur, diaprés les formules [44] et [45], on a 
1 -f- cos ^ = 2 cos* ^, 



On a donc, finale 

(4) 






Ces formules sont calculables par logarithmes. En désignant, 
comme d'ordinaire, par |k[ la valeur absolue de -j., on a : 

; log \x'\ = log ]lj\ -f- colo(j \a\ -j- 2 log cos ^, 
' log '^x"\ ~ log \/j\ + colog \a\ + 2 log sin | . 

2° Les deux racines de Véquation sont de signes coniraires. — On 
a donc ; 

ac < 0. 

knc 
La quantité — -7^ est positive et nous pouvons poser 

l'angle » est calculable par logarithmes. 
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Les deux racines x' et x" sont, alors, 

2a L costpj 2a cos f ' 

2a L cos ^1 In cos^ 

En vertu des formules rappelées plus haut, on a tlooc : 
I Ij cos^ ^ 



Ces formules mettent bien en 6vidence que les deux racines at' et 
x" sont de signes contraires. Elles donnent : 

i log \i-'\ ^ % \ù\ + colug \((l + 2 ^o? cos ^ + co% cos .p, 
( /oj \x"i = /o(/ !è[ + colog la] -{- 2 /o;/ sin ^ + co/nj cos 9. 

Le problème est ainsi résolu dans tous les cas. 

On peut remarquer que dans le cas d'une l'acine double, 

le problème est tout résolu, car on a : 



(xnMi'i.Ë ('). — Résoudre l'équation du second degré 

œ^ + ^a' + fî^O, 

;t fi élant deux nombres positifs tels que 

loga= 1,6537013, 
log^= 1,873913S. 
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On peut d'abord remarquer que les racines existenî, car on a : 
2 iog a > log p + log i 

iog fx^ > log 4 p 

3t 

=- > 4 3. 
Elles sont, de plus, négatives, puisque leur prodiiiL p est positif ot la 
Nous sommes donc dans le premier cas, où 

(ï = 1, ù = a, c=f,; 

log sin a = - [log i + log^^ + 2 colog aj, 
:;o qui doiiuera ç. Ayant calculé 9, on aura : 

%],T'|=/09a-L2%cos|, 
log [ x'' \ =io[ïa + 2%sin^. 

Voici comment nous disposerons les calculs : 
1° Culcul de 9, 
%4 = 0,6030593 
log p = ^8759135 
■; colog a — 4,6935976 
2i09sin? = Î,170a7i0 
%siii9 = ï,383a8Sj 
pour ^SSSSTie 22°38'0" A — 30o. 

diff. —. 130 
pour iOi 2" 

diff. = 38 
pour 33,3o 0",7 

diff. = 2,63 

pour 2,53 0"05 



52" 38' 2",75, 

H"IO' l",37. 
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3° Citleul de log ci 



pow HM9'I0" J,9014689 

four — 8" 33,6 

pour — 0-',% 2,H2 

pour — 0'',03 0,126 

io(/cos| — I,991472a. 



3° Calcul de lo'j siii ^ ■ 

pour 11" 19'!)" T,292768a 

poM)' 1" J0S,2 

po»c 0",3 31,ofi 

p-jm' 0",0" 7,3S4 



log&inij = 1,292T829. 

'r Calcul de \ a:' \ . 

%B ^ 1,6331012 

2?03cos| = T,983S4oO 

% 1 ,^' I = t ,6366462 

pour 6366383 433i:i 

diff. = 79 

Jiow 19 0,70 

I ,ï' I ^TT 43,31379. 

3° C<dcul de \ x" \ . 

%a = 1,6337012 
2%5in| = 2,3835638 

î<,ff|a;"|= 0,2392670 
poîfî' 2395494 17348 

diff. = 176 
pour 173 0.70 



\x" \ = 1,734870. 
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En résumé, les deux racines ûtaiit négatives, on a : 

^ X' = — 43,3i:i79, 
I x"= — "" 1,73487, 

a prenant le mémo nombre de chiffres décîmaus pour les deux 
omme vérilication, ou peut s'assurer que 

% \x' \ + loij \X" \= lOfj p; 



log I .V I + % I X" I = l,87;i9I33. 

Deuxième méthode, — La méthode précédente est l'application 
directe des procédés généraux que nous avons exposés. Elle donne 
lieu, quelquefois, à des calculs assez longs. En voici une autre qui, 
souvent, surtout dans le cas ofi les deux racines sont de signes 
contraires, conduit à des calculs plus simples. 

x' et x" étant les deux iMcines de l'équation .(i), on a, comme 



Pour résoudre l'équation ('!), il suffit donc de ffouver deux 
nombres x' et x" vérifiant ces deux relations. 
Distinguons, à cet effet, deux cas : 

l" - >> 0, les deux vctcinrs sont de. même siç/iie. — l'osons : 

£ étant égal à -J- 1 o"^ ^ — '> suivant que est positif ou négatif. 

La relation (8) sera vérifiée quel que soit ^ ; il suffit donc de choisir 
l'angle auxiliaire o de façon à satisfaire la relation (7}. Nous devrons 
donc a 

-(tge, + COtgç.)-- ■ 



V^ 
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v/^^ 



On en Lire : 
(■10) sin 2* = 2 i^' 



formule qui est calculable par logarithmes. 

On calculera f par celte formule; ^ étant connu, les formules (9) 
donnent : 

lorj ^^' \-_.ilo!j]c\+l colog | « | + log tg j. 



lî faut remarquer que la formule (10) donnera toujours pour 
sin2ç iine valeur acceptable, car, puisque les racines existent par 
hypothèse, on a 



■ <l, 



ce qui exprime que le carré de la valeur de sin 2& est plus petit 
que 1. 

2° — <; 0, /es deux racines sont de signes contraires. — Désignons 
par x' celle des deux racines qui est la plus petite en valeur absolue ; 
elle scrad'un signe contraire h celui de — -. Si donc nous désignons 

par 6 un nombre égal à -|-1 ou a. — l,suivantque est. positif 

ou négatif, nous satisferons la relation (S) en posant : 



(11) »' 



»'=— «v — ^-ig?. »"=^!v ^!i"'^'' 
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r|':ndeie u.ne formole calculable par logarithmes. in 
Choisissons, ensuite, ç de façon h vérifier la relation (7) et nous 
devons avoir : 

- V— ^i^S'? — coljî f) = — -^. 

ou 

. / C COS^a — siH-o _ b 
V n cos'i sin ^ ii' 

Ui) en tire : 

formule calculable par logarithmes. On calculera f par cette formule 
qui est toujours acceptable; puis, o étant connu, les égalités (11) 
donnent : 

'09 I ^' \— r)^og\c\ + - coiofj \ a \ -f iog Ig 9 , 
iog I x' \ = i^ûr/ le [ + ^..^5 1 « 1 -1- ^o/or/ tg^. 

EXERCICES 

38. lieniire caliMilaliIra par logarithmes les expressijons : 

i + vî-;^. 

39. Calculer a;, sachant que l'on a : 



a — 51* 4T 23", 17, p = 97» 15' 7", 36. 

[Saint-Cijr, I8S0.) 
40. Claloiilor l'angle a:, sachant que : 

sin 3: = sin « + sin (-. + "■) + sin [a + ï r), 
0(1 

a = 18" S5' a:", !■ ^ T IT 2G". 



y Google 



148 LKÇONS DE TIIIGONOMÉTIIIE, 

41. CakulcL- les valeurs de x comprises entre 0* et 180° qui satisfont l'équation : 

È (g 3 ,f = o + A' + 6=", 
où 

a — 43587, 8, b = 30123, 7. 

(_Sainl,-Cijr. IB8S.) 

42. Calculer la surface S donnée par la formule ; 

S= ÎTiRHCOSÇ— SL!lç), 

dans laquelle 

H ^ 79", 575, ç = 33° ST SS'' 

{S représente la suvfaee de la zone tempérée à l'échelle de la carte de France). 
{Suinf-Cyi; 1878.) 





{Sahit-d/r 


, 1873.) 


4i. Résoudre U 


■igoiiomélriquenient l'équalioii du second degré : 




sachant que : 


1' p = 1251 , .S7, 1~- 331^, 11 ; 
ï" p = — 35, 23-;! î — 189, 4375 ; 
3« ;oy;j = 3,4612375 2ofl j = 5, 711)3307. 





On appliquera les deux méthodes. 

45. Évaluer le plus petit arc positif "vérifiarit l'une des équa 



8 cotg^a; — séc'j.- = 1, 
a te3: = 7sina;. 
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CHAPITRE V 
ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES A UNE INCONNUE 

126. Généralités. — On appelle dqxtalÀon trigonomélrique uûe 
égalité qui contient des lignes tri go no m étriqués de certains arcs ou 
angles et qui n'est vérifiée que si on attribue à ces arcs ou angles 
des valeurs convenablement choisies appelées solutions. 

En général, une équation tri gono m étriqué à une inconnue admet 
une infinité de solutions; mais ces solutions se composent d'un 
nombre limilé de groupes de solutions toutes congrues entre elles. 
Une équation trigonomé trique est donc résolue dès qu'on a trouvé 
les solutions, en nombre fini, incongrues entre elles, telles que 
toutes les autres soient congrues ît celles-ci. 

Pour résoudre iine équation trigonométrique, on peut employer la 
métbode générale suivante : 

On exprime toutes les Ugnes trigonomé triques inconnues au 
moyen d'une seule. On a, alors, une équation ordinaire à une 
inconnue que l'on résout. Connaissant les valeurs de celle ligne 
trigonométrique, prise pour inconnue, les tables permettent de 
calculer les angles correspondants. 

Ëtanl donnée une équation trigonométrique conlunant les lignes 
trigonométriques d'un angle inconnu x : 

1° On peut prendre pour inconnue l'une de ces lignes. 

Par exemple, on prendra sîn x pour inconnue. En général, ce 
procédé introduira des radicaux qu'il faudra faire disparaître. De 
plus, si l'inconnue est sîn x, il faudra, dans la discussion, ne 
prendre que les valeurs comprises entre — 1 et -|- 1. 

2° On peut prendre pour inconnue tg ^. 

Ce procédé aura l'avantage de ne jamais introduire de radicaux ; 
car.comme nous l'avons vu(n''89), toutes les lignes trigonométriques 

de l'angle x s'expriment ralionnellement en fonction de tg -. 

A côté de cette méthode générale, qui, quelquefois, peut conduire 
à des calculs très difficiles et même inextricables, il y a des 
méthodes spéciales qui dépendent de la forme de l'équation à. 
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résoudre et qu'on ne peut enCei-mer dans une règle générale. On en 
aura une idée suftisanle dans les exemples qui vont suivre. 
127. Problème. — Résoudre réqvaiion 

(1) ft sin;c + 6C0S.-E — r. 

Premièse MéTHODK. — Prenons, d'abord, sin a; pour inconnue. 
On a: 

cos a^ — ± \/i — sin^ x, 
et l'équation (1) s'écrit : 



Isolons le radical et élevons au carré. Comme il y a un double 
signe devant le radical, nous n'introduirons aucune solution 
étrangère en sin x. Kous obtenons : 

b^ ('1 — sin- a) = c^ — 2 ne sin x -\- a- sin^ x. 

Ceci donne une équation du second degré en sin x. 

(2) {y + />') sin^ X — 2 uc sin X -{- é ~ ù^ = 0. 

Discmsion. — Pour que l'équation ait des solutions, il faut qu'elle 
ait des racines et, de plus, qu'il y en ait au moins ime qui soil 
comprise entre — 1 et + 1, puisque l'inconnue est un sinus. 

Pour que les racines existent il faut que l'on ait : 

»■»■-(«■ + »•)(»■-»")>() 

on S' ((■• + 4' — C) > (1. 

Comme />' est positif, on peut diviser par h^ et la condition s'érrit : 

(3) «= + S'>c'. 

Cette condition étant satisfaite, il est facile de vérifier que les 
deux racines seront comprises entre — 1 et + 1 ; car l'équation en 
sin a' s'écrit: 

ù' [i — sin^a;) ^ (c — a sin a;)^, 

ce qui prouve que, pour toute racine, sin x, de cette équation, 
1 — sin^ar est positif et, par suite, sin^a^ plus petit que 1. 



y Google 



ÉQUATIONS TRIGONOliÉTRIQUES A USE INCONNOK. 151 

La seule coûdilion à remplir est donc la condition (3) et, alors, 
les deux racines de l'équation (2) en sin x sont acceptables. 

Résolution. — Ceci posé, la condition (3). étant remplie, nous 
aurons, en résolvant l'équation (2), 

ac + 6 V "^ + ^^ — '^" 



On commence par calculer deux angles a et fi tels que l'on ait : 
_ ac + b ■j7f-\- 6'— c' 
c^' + b' 



- h v'-î^ + /'' ■ 



Ces angles a et ^ seront faciles à calculer au moyen des tables. Eu 
effet, si la valeur do sinct est positive, la table donnera, immé- 
diatement, un angle a, compris entre 0' et 90", répondant à la 
question. Si la valeur de sina est négative, on calculera, par les 
tables, un angle œ, compris entre 0° et 90', ayant pour sinus la 
valeur absolue de sin a. et on aura une solution en prenant 

a == 180^ -H 'j! ('). 

On trouvera de même p. 

Les angles k et p étant ainsi calculés, tous les angles x cherchés 
seront congrus soit à. a, soit à 180" — a; soit à p, soit à 
180° — 8. On aura donc les quatre groupes de solutions de Céqua- 
lîon (2) 

,., ) X ^ 360 k + 180 - a, 

\ a: = 360;!; + 180 — fi; 

od /v est un entier positif, négatif ou nul. Il ne faudrait cependant 
pas croire que toutes ces solutions satisfont l'équation (1). S'il est 
vrai que nous n'avons pas introduit de solution étrangère powr sinar, 
nous avons pu en introduire pour Vcmijk x. En efl'et, si on avait 
considéré l'équation 

(1) *"'' a sin je — è cos x := c, 
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on serait armé, en la traitant comme l'équation (1), à la même 
équation en sina; (2). Les solutions des équations (i) et (1)*'' ont les 
mêmes sinus, mais il ne s'ensuit pas qu'elles sont les mêmes. 11 
faudra donc choisir, parmi les valeurs (6), celles qui vériflent 
l'équation {!). Ceci est facile. En effel, les deux angles « et 180" — i, 
ayant même sinus, mais des cosinus de signes contraires, l'un de ces 
deux angles vérifiera l'équation (1) et l'autre l'équation (l)*". 
Soit Y celui de ces deux angles qui satisfait l'équalion (1). De même, 
des deux angles p et 180° — ^, il y en a un seul, que j'appelle S, qui 
vérifie l'équation (i). Le choix des angles y et S étant ainsi fait, 
oii a, finalement, les deux groupes de solutions suivants de 
!'équation(l) : 

"(x=i:360 h -[- 5. 

Pour faire le calcul effectif, il faudra encore reudre les valeurs de 
sina et sinp calculables par logarithmes. 

Deuxième méthode. — Prenons, en second lieu, tg x 

inconnue. On a, cotnme on sait (n" 89), 



•;) 



1 + IB" 2 1 + tff 2 

En substituant ces valeurs dans l'équation (1], elle devient : 
■2a tg ï + 4 (l - Ig- ï) = c (l + tg' ;) , 
OU : 

(8) (/, + ,) tg= I - 2« tg^ + .~ 6 tr.0. 

Discussion. — Pour qu'il y ait des solutions, il suffit que celle 
équation en tg r ait des racines. Il sufllt donc que l'on ait : 

«^-(c-i}(^ + i)>0, 
el on retrouve la coiidilion (3) précédente 

«■ + *'>!■. 
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liésoluHon. — Cette condition étant remplie, on a. deux valeurs 
pour Ig- , qui sont : 

On commencera par calculer deux angles y' et S' tels que l'on ait : 

_ „ + vV + I,' -~7' 



15 y' = - 



S + c 



l'o' + If ■ 
» + <■ 



Ces angles seront faciles à calculer au moyen des taljles. Ainsi, si 
la valeur de tgy' est positive, la table donnera de suite un angle y', 
compris entre 0" et 90°, répondant h la question. Si la valeur de Igy' 
est négative, la table donnera un angle 1", compris entre 0° et 90", 
tel que 

ISt'' — - Lgy' 
et on pourra prendre 



De même pour le calcul de 3'. Les angles •;' '^^ ^' élaut ainsi 
calculés, OH aura pour toutes les solutions : 

I -^ m k + y'. 

1^180 /. + 3'. 

On trouve, par suite, deux groupes de solutions : 

U = 360A-j- '2S'. 

On retombe sur les deux groupes (7) trouvés plus haut. 

Remarque, — Cette seconde méthode conduit, on le voit, à une 
discussion beaucoup plus simple que la précédente pour la double 
raison que, d'une part, la tangente peut prendre toutes les valeurs 
possibles et que, d'autre part, il n'y a pas eu d'élévalion au carré, 
donc aucune introduction de solutions étrangères. 
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Troisième méthode. -■ Au point de vue du calcul pratique, les 
deux méthodes précédentes conduiraient à des calculs assez compli- 
qués, car les formules de résolution exigeraient plusieurs angles 
auxiliaires, pour êlre rendues calculables par logarithmes. 

Nous les avons exposées surtout pour donner des exemples de 
l'application de la méthode générale indiquée au début. La méthode 
suivante est beaucoup plus simple. 

Divisons le premier membre de l'équation (1) par a. Elle s'écrit : 

sina; -j — cosa: =; -, 



ce qui est toujours permis puisque la tangente peut prendre loiites 
les valeurs possibles. L'équation prend la forme 



sinj7Cos^ -j- sina cosif ^^ - cos^, 
ou, enfin, 

(10) sin(x + ,)=%„Sï. 

Pour résoudre, on calculera donc d'abord l'angle f donné par la 
formule (9). La formule (10) donnera alors x -\- if et, par suite, œ. 

Discussion. — Il faut que la valeur de sin {x -{- tp) donnée par 
l'équation (10) soit comprise entre — 1 et+ 1. Pour cela, il suffit 
que son carré soit plus petit que 1. On doit donc avoir 

^ cos^ ? -^ '1 ■ 
Or, comme on a 
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011 en conclnl : 



La condiLion précédente devient donc : 

et on retrouve la condition (3) 

fti^xohi(ioii. — On calculera, d'abord, au moyen des tables, 
angle « tel que 



Cet angle a connu, on aura soit 

a: + (p = 360/.: + ï, 
soit 

x-\- 9 = 360/(1 + 180 — a. 

On retrouve donc les deux groupes de solutions : 

^ x = 3mk + ^ —9, 

'f a: = 3l50/i.-+ 18Û — a~ f, 

qui ont bien la forme (7). 
Exemple. — Soit à résoudre l'équaHnn 



Nous l'écrivons, en solyaot la troisième méthode, 



X cos 43' -h sin 45° cos x = '^ cou 4S". 
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le second membre est égal à. - el, l'équatio 



ia' + x^ 360 k' + 180' — 30*. 
Ceci donne les deiis groupes de solutions : 

,r = 360ft'- fà% 
a;=360/f + 10b'. 

128. Problème. — Itésoudre l'équation 

(1) algx + bcotga: = c. 

Prenons tgx comme inconnue. L'équation s'écrit, alors 



(2) «tg^^-clgx + 6 = 0, 

qui est une équation du second degré en tgx. 

Discussion, — Pour que l'équation (1) ait des solutions, il faut et 
il suffit que réqnatiori (2) admette des racines en tgx. Il faut donc 
avoir : 

(3) ^^— 4a6>0. 

Ceci suffit, puisque la tangente peut prendre toutes les valeurs 
possibles. 

Résolution. — ■ La condition (3) étant remplie on a, pour Ig x, 
deux valeurs : 
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Calculons, au moyen des lafiles, deux angles a et p tels que l'on 



c + 


\'t^ - 


-Aab 




'ia 




f — 


v/c~ 


'-Jab 



Tous les angles a; cherchés ayant même tangente que Taiigle a ou 
que l'angle p, on a deux groupes de solutions : 

\ X =■ ISOk -\- «, 
' x = '180A-+fi. 

Pour faire le calcul effectif, on rendra les formules (4) calculables 
par logarithmes et, pour cela, il suffira d'appliquer ce que nous 
avons dit (n° 125) pour l'équation générale du second degré. 

129. — Les deux problèmes précédents nous ont fourni des 
exemples d'application de la méthode générale. Mais, déjà pour le 
premier, nous avons donné une méthode spéciale qui est plus 
simple. Le problème suivant nous en donnera un nouvel exemple. 

Prohlème. — Riisoudm Véqualion. 

jl) sin;):c == sin qx, 

OM p et q sont deux nombres donnés. 

L'égaiité (1) exprime que les deux angles ^3x et qx ont môme 
sinus. Il en résulte que l'un d'eux, px par exemple, est soit congru 
à l'autre qx, soit congru au supplément de cet autre (n" 47). Tous les 
angles a; cherchés vérifient donc l'une ou l'autre des deux égalités 
suivantes : 

ou px==mO/i + iSO — qx. 

Si p est différent de (/, on a deux groupes de solutions : 



Si p = g, la première relation ne donne plus de solution, car elle 
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ne peut avoir lieu que pour k ^ et il n'y a plus qu'un groupe de 
solutions : 

— ^^0^*^ + 'J^*> _ IHOA + m 
■^ ~ 2p ~ p 

Remarquk I. — On traiterail de la même façon les équations 
cospa; == cosi/jr, 
Igpx = tgqx. 
L'équaLion 

CQspx = sin qx 

prendrait la forme l'I) on l'écrivant : 

sin (90 — px) = sin qx; 

et, par suite, se résoudrait par le même procédé. 

Remarque II. — Lorsque ju et (/ sont entiers, on peut appliquer 
la méthode générale. On peut, en effet, exprimer sin px et cos qx 
(n" 84) au moyen de sin x et on a, alors, une équation en sinx. 
Mais, cette manière de procéder serait souvent fort compliquée. 
Cependant, en la rapprochant de la méthode précédente, on en tire 
des conclusions intéressantes, car on a ainsi des équations, de 
degrés élevés, en sin x, dont on connaît d'avance les solutions. 

Ainsi, considérons le système 

(2) sin 5a: = sin Sa^. 
On a (n" 84) : 

sin 3 a- =; 3sinœ — 4 sin'a:. 
On trouve de même, en appliquant la méthode du n" 84, 

sin 5a: = 5 sin a: — 20 sin'a: -[- 10 sin^a^. 
L'équation devient alors : 

o sin X — 20 sin^a: + 16 tihi'x = 3 sin x — 4 siuV, 
ou : 

SLii X ri6 sin^x — 16 sin^a: -|- 2 j = 0. 

Les sinus des angles cherchés vérifient donc soit l'équation 

(3) 8[ni = 0, 
soit 

(4) 8sin'» — 8sîn"i+ 1 = 0, 
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D'auti'e part, la méthode que nous avons exposée nous apprend 
que touicslcs solutions de l'équation (2) sont données par les deux 
égalifés : 

X r-'lSO^, 



Le premier groupe correspond à l'équalion (3) et le second 
groupe à l'équation (4). On en conclut que les quatre racines de 
l'équation (4) sont : 

■ 1 ," . 3,,,„ . S .„^ , . 7,„^ 
ëin-io", sm - 45°, Sin-4,i" el sm - 40"; 

c'est-à-dire, en mesurant les angles avec les îongucurs d'arcs, 



8' 



» TT - sm - . 



Ce serait wn moyen détourné d'avoir les valeurs de ces quatrt 
sinus. 



EXERCICES 


„.+ v^.i.,. 


^I, 


■sax + &it,3x = 


1 




s,éex, 


1g (x-a) 


n. 


1 


. - 9 cos 2a 


tg(«-,r)_- 


. + a Cûs 2n 


sin X — sin 7j 




7:k — sîn ic ^ s 


in Sx, 



[,rFs^-i][vr 
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sin= a: -I- cos« iK = - 

sinâa^^^rw sinx, 

47. Résoiidi'e et disciUei; suivant les divei-ses valeurs da m, les i^qualioijs 

COS x~mls X, 
m ^■i :i' - S (.n - 1) tg= a' + ni - a ^ 0, 

m cos» a' + [Sm' — m ■{• 1) sin a' — 3m + 1 = 0, 



48, Résoudre les éuiiat 



a + sin [a + œ) + sin (a + ^x) = 0, 
a + cos (<i + ^} + cos (a + ^j:)^0; 



si.i a + sin (a + 3T) + sin (» + 9^) + . - . + sin [" + in - 1) ^] = (I, 
cos« + cos (fl ^- ^1 + cos (<x + Sa') + . . . + cos [« + (!, - 1] .r] ^ 0, 

uii n est ua nombre entier ilonno. 

49. Résoudre, en se servant des tahles trigo no m étriqués, les équations iiu 
riqiias suivantes : 

S'jmifi'i COS a- + 21J08,"û sin x — 83765 

{Saint-Cijrj, 
3lgx i- 5cotga' = 14, 
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CHAPITRE YI 
ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES SIMULTANÉES 

130. Généralités. — Étant données des équations &imultanées 
contenant des angles inconnus, si ces équations ne contiennent 
que des lignes trîgonométriques de ces angles et non ces angles 
eux-mêmes ou des lignes d'expressions composées avec ces angles, 
on pourra appliquer, sans modiflcations, les procédés indiqués au 
n" 126. On exprimera toutes les lignes de chaque angle au moyen 
de l'une d'elles et on aura ainsi un système ordinaire d'équations 
simultanées. 

Ainsi, par exemple, si on a un système de deux équations contenant 
les lignes trigonométriques de deux angles inconnus a: et y, on 

pourra exprimer ces lignes en fonction de tg et tg ' et on aura 
ainsi un système ordinaire d'équations o(i les deux inconnues 
seront tg| et tg|. 

Certainssystèmes qui, au premier abord, ne paraissent pas rentrer 
dans ce type, s'y ramènent par des transformations faciles. Ainsi, si, 
dans l'une des équations, figure cos [x -\- y), il suffira de développer 
cette expression et de la remplacer par 

cos X COS!/ — sin X sin y 

pour que les ligues des arcs xety séparés apparaissent. 

131. Problème. — Résoudre le syslème des deux équations : 

,,, ( atgx-\-btgy^c, 

^ ' la' cotg X -\- !>' cotg y =^ c' . 

tg.i = X, tg, = Y 
et le système {!) devient : 

(«X+4Y = c, 

(2) }'' + - = C. 

LiiïONS DB TriGOKOMÉIBIB. I I 
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De la première on tire : 

(3, ^^'^^ 

cl, en portaiiL dans la seconde, nn IroiLve, après avoir chassé les 
dénorainaleuTS el simplifié, 

(4) ne' X^ + [bb' — m' — ce') X -j- a'c = U. 

Discussion. — Pour que le système (1) admette des solulions, il 
faut el il suffît que l'équation (4) ait des solulions. Il faut donc 
avoir 

(/,//_„„' — «')- — 4,(«' «'>!), 



(d) «' a"' + b' b'^ + c'c" — ibb' ce' — 2cc' aa' ~ laa' bb' > 0. 

Si celte condition (b) est remplie, l'équation (4) admet deux 
solutions X' et X" auxquelles correspondent deux valeurs Y' et Y", 
pour Y, données par l'équation (3). 

On a, alors, toutes les solutions du problème en associant les 
valeurs A'x et d'y qui vérifient soit le système 

tg« = X', tg.(/ = Y'; 



lgj^=zX", tg>/== Y". 

132. Remarque. — La méthode précédente, quoiqu" applicable en 
principe à tout système qui ne contient que les lignes des angles 
inconnus séparés, conduit souvent à des calculs très difficiles et 
quelquefois inextricables. 

Il faudra, alors, chercher une modification du système qui le 
présente sous une forme plus commode. Cette modification n'est, en 
général, qu'un pur artifice et on ne peut guère indiquer de règle 
générale a ce sujet. 

Voici un exemple de ce type. 

Problème. — Ilésoudre le sijstèmp : 

( cos X 4" cos y = a, 
"■'■' ' sin:f + sin,v = 6. 

Si on applique à co système ia mélliode indiquée plus haut, eu 
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prenant, par exemple, Ig - eL tg ^ pour inconnues auxiliaires, on 

parvient à deux systèmes fort compliqués dont la résolution dépend 

de celle d'une équation du 4" degré. 

Voici, alors, comment on peut diriger les calculs : 
l^crivons les deux équations (1) sous la forme suivauLo : 

■ m — y x-\-y 



Divisons-les, membre à membre, et nous aurons : 
(3) '5°^ = ?. 



équations (2) donnera — — -^- On aura, par exemple, 

(-1) cos ^~^ : .. -—^ . 

■2 cos — —^ 

Biscussion. — La valeur (3) de tg — ~- est toujours acceptable. 

Pour qne celle do cos — ^-^, donnée par la l'onnule {A), le soit, il 
faut que l'on ail : 

4 cos" — - — 
Or, en vertu de l'équation (3), 



On doit donc avoir, linalenient, 

»' + »■ 
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Résolulioi). — Cette condition élaot remplie, soit ». un angle tel 
que 

on devra avoir 

(6) ^':^,-n8o;,. 

On en conclut : 

Soit p un angle tel que 

cos p = r , 

2 COS a 



L"ZJ/ 



= 36Û/i + '180/; ±^, 



A et k étant des entiers positifs, négatifs ou nuls. 

Des formules (6) et (7) on tire, enfin, les valeurs suivantes d'à' 
et d"?/ : 

( X ^ 360 {A + /;) rh p + «, 
\ j/ = — 360 /i H= jî 4- a. 

h et /.: étant deux entiers arbitraires, ces deux formultis peuvent 
s'écrire, plus simplement. 



( iy = 360 5 i^ p + a., 

dans lesquelles les signes supérieurs et inférieurs qui précèdent p 
se correspondent et p et 9 désignent des entiers positifs, négatifs ou 
nuls. 

Reuarque. — Il arrive fréquemment qu'on rencontre des systèmes, 
tels que le système (1) précédent, symétriques en x et en y. Il y a, 
la plupart du temps, avantage, pour les résoudre, à procéder comme 
nous l'avons fait et à chercher à calculer 'x-\- y ^X x — y. 
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133. Cas où les inconnues elles-mêmes figurent dans 
les équations. — IjOrsque les inconnues figurent dans les 
équations, non seulement par leurs lignes trigoiioiné triques, mais 
encore eUes-mêmes, on ne peut plus indiquer de procédé général 
de résolution. Tout dépend alors de l'ingéniosité du calculateur. 

Le cas le plus fréquent, celui du moins qui se rencontre le plus 
souvent dans les résolutions de triangles, est celui où il s'agît de 
calculer deux angles connaissant leur somme ou leur différence et une 
relation entre leurs lignes Mgonomélriqites. Ce cas se ramène immé- 
diatement au cas d'une équation à une seule inconnue du n° 126. 

Supposons, par exemple, qu'on connaisse la somme x -f- ?/ des 
deux angles iii<:oiinus : 

^ + y ^ a. 
On ctiercliera à calculer x — // ou — — ^- . Nous poserons 



et nous aurons : 



l!;n portant ces valeurs dans la relation Irigonométrique donnée, 
on n'aura plus qu'une équation à une inconnue s. 
De même, si on connaissait x — ^i on calculerait x -\- y. 
Nous nous bornerons à traiter des exemples de ce type. 
134. Problème. — /tésotidre le système : 






Proposons-nous de calculer 
La seconde équation s'écrit : 



' + !>' 
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Or, en rendant le premier membre calculable par logarithmes, on 
1, d'après la formule |51] (ii° 93), 



sm^ — siii;'/ 



fil. ceiie équation s'écrit, enliii. 

Le système [i] s'écrit, par suite, 
(2) jV = l' 

On connaît donc " ' et '■ — -~- ce qui donne x et y. 

Comme îa tangente peut prendre toutes les valeurs possibles, le 
système admet toujours des solutions. Soit a. un angle tel que 

■on aura : 

1^ =a + [mk. 

Et, par suite, toutes les solutions sont données par les formules 



\ 



■.-+.j. + tëOlc, 



[degrés] 



oh h' désigne un entier posîtil', négalif ou nul. 



y Google 



ÉQUATIONS TBIGOWOMÉTRIQUES SIMULTANÉ^;;;. 
135. Problème. — Résoudre la si/slèmn : 






(1) 

Nous calculerons, ici, a; -]- y. Or, on a, d'après les forinnlfis [49], 

cosx cosy = y [cos [x -\- y] + cos (j; — y]]. 

La seconde équation (1) s'écrit donc : 

cos [x -f .v) + cos (x — //) = 2h ; 
et, en tenant compte de la première, 

(2) cos (.is -\- y] — 20 — cos«. 

Celte équation fournit donc x -\- y. 

Discussion. — Pour que le système admette des solutions, il faut 
que la valeur (2) trouvée pour cos {x -\- y) soit plus petite que 1, en 
valeur absolue, c'est-à-divc que le carré de cette valeur soit plus 
petit que 1, On doit donc avoir : 

Hi r2i-cos//;^< i. 

Cette condition (31 étant remplie, l'équation (2) foiiniit pour x -\- ij 
des valeurs comprises dans une formule de la forme : 

.V -|- ;/ = 360 k'Jzi. [degrés]. 



/ ,, ..:-_-:^+ I8U/.', 



0(1 k désigne un entier positif, négatif ou nul, et où les signes 
supérieurs et inférieurs qui précèdent % se correspondent dans ]es 
deux formules. 
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EXERCICES 

50. Bésoiidre les syslfcmes suivpiils : 

x + fj = ft, Pin x&my = b; 
^ + y = o, sin œ + siii y = sinx sin y, 

[voir l'exercice 32); 
X + y — a, sin x sin y — m oos' x. 
Résoudre lesmèmeî systèmes où oo remplace l'équation x + y==a par x — y — a, 

51. Résoudre les systèmes : 

siii^ + sinj/==<r. ^\«x^my = b; 
sin j^ _ sin y _ ?in (r + y) _ 



tK^_ tg'/_tg(3: + !/l_ 



Sin :e ^ m COS y, tg' ^ = m tg y ; 
i^x 4- cotg?/ — «, eolgj.' + i^y = i. 
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LIVRE III 

RÉSOLUTION DES TRIANGLES 



CHAPITRE PREMIER 
TRIANGLES RECTANGLES 

136. Notation. — Nous désignerons toujours, dans la suite, un 
triangle pai' les trois lettres A, B, C placées aux trois sommets. Les 
trois angles, mesurés en degrés, seront désignés par A, B, C et les 
longueurs des trois côtés par a, b, r, a étant le côté opposé à 
l'angle A, b étant opposé à B et c à G. 

Lorsque le triangle sera rectangle, nous placerons ioujonrs la 
lettre A fi.u sommet de l'angle droit, de telle sorte que l'on aura 

A = 90» 

et que les deux angles iî et G seront complémentaires, 

B+ G-= 90^ 

Un triangle rectangle n'a donc que cinq éléments variables : 
a, b, c, B, G. Il existe entre ces éléments, pris trois k trois, des 
relations que nous allons d'abord établir. 

137. Théorème. — Dans un triangle rectangle, un côté de l'angle 
droit est égal au produit de V hypoténuse par le cosinus de l'angle aigu 
adjacent ou par le sinus de l'angle aigu opposé. 

Soit le triangle rectangle ABC {/!</. 37), rectangle en A. Prenons, sur 
CAetCB, des sens positifs de C vers A et de G vers B, On aura, alors, 

CX = b, CB = «. 
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Or, CÂest la projection ortliogonale de CB sur l'axe CA, on a donc, 
d'après le théorème du numéro 44, 

CÂ = CB. cos(CA,CB) 
et, par suite, 

(1) h =1 ncosC. 

On prouverait, de même, que 

(2) ■-. = nwsM. 

Les angles B et C étant 
{ximplémentaires, on a 

cosC = siuB, 

Les relations (l) et (2) 
-> deviennent donc : 

(3) Ij = ftsiuB, 

(4) c = asinC. 

Des formules [i], (2), (3), (4), résulte l'exactitude de l'énoncé. 
138. Théorème. — Dans tout triangle rectangle, un côté de l'angle 
droit est égal au produit de Vautre côté par la tangente de l'angle aigu 
opposé ou par la eotangenle de l'angle aigu adjacent. 
On a, en effet, d'après le théorème précédent : 
b = ttsiuB, 
c = rtCOsB. 

Co qui donne, en divisant membre à membre, 



\ 6 = c tg B, 
' c = icotgB. 

Lu divisant de même, membre à. membre, les égalités 
c — asinC, 
b = ftcosC, 



{, h = ccotgC, 

' C3. ngc. 
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1 + C 


= 90-, 


s = 


a cos C, 


b = 


a cas II; 


h = 


dsinC; 
«teB, 
HgC; 
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139. Résumé. — Des deux théorèmes précédents, il résulte qu'il 
existe, entre les cinq éléments o, b, c, B, C d'un triangle rectangle 
(« éLanL Thypolénuse), les relations suivantes : 



[55] 
[56] 
[67] 

auxquelles on peut ajouter la relation de Pjtliagorc 
„^ — b'-+- c'. 

On a, ainsi, huit formules et il est facile de se rendre compte qu'on 
a toutes celles qui contiennent trois éléments quelconques, pris 
au hasard. En effet, une telle relation peut contenir d'abord les 
trois côtés, c'est la relation de Pythagore. Puis, elle peut contenir 
deux, des côtés a, 6 ou c et l'un des angles B ou C; il n'y a que six 
combinaisons possibles qui correspondent aux six formules [33], [56] 
et [57]. Enfin, i[ ne peut exister une relation ne contenant qu'un 
côté et les, angles B et C et où figure effectivement le côté; car, s'il en 
était ainsi, on pourrait calculer les côtés d'un triangle rectangle 
connaissant uniquement les angles et deux triangles rectangles 
semblables seraient égaux. En d'autres termes, si l'on cherche une 
relation entre un côté et tes deux angles B et C, le côté ne devra pas 
figurer dans la relation qui, par suite, devra être équivalente à 
l'égalité 

B -I- C = âO". 

140. RCsolutloii des triangles rectangles. — Résoudre un 
triangle rectangle, c'est calculer les cinq éléments de ce triangle 
connaissant deiix données. Les cas les plus simples de résolution 
sont ceux où l'on donne deux des éléments du triangle ; et, pour que 
le problème soit possible, il faut, évidemment, que, parmi ces 
données, il y ait au moins un côté. Les formules résumées au n" 139 
fournissent, alors, dans tous les cas, la solution du problème. Ces 
égalités sont, en effet, tontes celles qui peuvent exister entre trois 
éléments du triangle; donc, étant donnés deux éléments dont au 
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moins un cûté, il y a une de ces formules qui contient ces deux 
éléments el un troisième, inconnu. 

Il peut se présenter quatre cas différents, suivant les éléments 
qui sont connus. En voici l'énumération. 

On peut se donner : 

i" L'hypoténuse et un angle aigu. 

2° C/n côté de Vangle droit et un angle aigu. 

3° L'hypoténuse et un calé de l'angle droit. 

4" Les deux côtés de l'angle droit. 

Nous allons traiter, successivement, ces quatre problèmes. 

Nous désignerons, comme toujours, par a, b, c, B, C, les cinq 
éléments du triangle rectangle, a étant l'hypoténuse. 

141. Premier cas. — Les données aont a r( B. — I 
sont donc i, c, et C. 

On a, de suite, 

C =1^ 90" — B; 
puis, îes l'urmules [55] et [56] donnent : 



Le problème est toujours possible pourvu que B soit aigu. 
Calculons encore la surface S du triangle; on a : 



Toutes les formules sont caîculables par logai'ithmes. 

142. Deuxième cas. — Les donnéns sont b cl B. — Les i 
sont a, c et l'angle C. 

On a, de suite, 

C = 90" — B; 
puis, les formules [56; et [57] donnent a de : 



c — h cotg B. 
La surface est : 

_fc_A^cotgB 



yGoosle 



THiANGLKS BKCTANGLES. ITà 

Remarque. — Le cas où les données seraient 6 et C serait 
identique à celui-ci ; car dès qu'on connaît C, on a aussi B en prenant 
le complément. 

143. Troisième cas. — Les données sonl a et b. — Les inconnues 
sont : le côté c et les angles B et C. 

On a, d'a!)0rd : 

Kiii B^-; 



:e qui donne l'angle B. 
Connaissant B, on a : 



= 90" — I 
'. b cotg I 



2 



Remarque. — Le calcul précédent sera surtout avantageux 
lorsqu'on connaît non pas «et è, mais leurs logarithmes] car, alors, il 
n'exige que le calcul d'un seullogarithme, celui de iojcoi^B. Lorsqu'on 
donne a et 6 eux-mêmes, il faut calculer (rois logarithmes ; ceux de 
a, b et cotg B. Dans ce dernier cas il y a, alors, avantage à employer 
les formules suivantes qui n'exigent que le calcul de deux 
iogaritlimes. D'après la relation de Pythagore on a : 



doù 
D'autre part, on a : 



et, par suite, 
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On en coni^liit : 

, C il — h 

La formule (l) donne r, la formule (■2) donne C et, connaissant C, 

B = ilO° — C. 
Comme on le voit, ces formules n'exigent que les calculs de 
lo,j {a — b) et % [n + h). 

Pour que le problème soit possible, il faut que a soit plus grand 
que é, ce qui était évident, « priori, puisque a est l'hypoténuse. 

144. Quatrième cas. — Les données sont b et c. — Les inconnues 
sont, alors, l'hypoténuse a et les deux angles aigus B et C. 

On a, d'abord, 

connaissant B, on a : 



■2 

Ces formules sont calculables par logarithmes et le problème est 
toujours possible. 

Remarque. — On aurait pu vouloir calculer a au moyen des 
données. Il aurait, alors, fallu recourir à la relation 



• + c' 
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Mais cette formule n'est pas calculable par logarithmes. 

Il est d'ailleurs à remarquer que si on la rendait calculalile par 

logarithmes, on retomberait sur le calcul précédent. Écrivons, en 

effet, a sous la forme : 



«=V'+^- 



lg^ = -, 



= Hi- + cotg^o = . 



En comparant ces formules aux précédentes, on voit que o n'csl 
autre chose que B. 

145. Disposition pratique des calculs. — Pratiquement, 
pour faire les calculs d'une résolution de triangle, on les dispose de 
la façon suivante. On partage la feuille sur laquelle on fait les calculs, 
en deux parties. Dans la colonne de gauche on inscrit les calculs 
auxiliaires, c'est-à-dire les calculs des logarithmes de toutes les 
quantités qui figurent dans les seconds membres des formules. La 
colonne de droite est réservée aux calculs dé/iniiifs, c'est-à-dire aux 
calculs des inconmies. 

Voici, pour chacun des cas précédents, un exemple numérique. 

J'ai, volontairement, pris, dans ces exemples, le même triangle. 
Les résultats se contrôlent ainsi les uns les autres. Il sera bon de 
remarquer que les différences, lorsqu'elles existent, ne portent que 
sur le dernier chiffre décimal qui diffère d'une unité. Ces différences 
proviennent de ce que les approximations ne sont pas toujours dans 
le même sens. 
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B = 33" 18' 52" ,13. 



C — 00»^!), t- 



Calculs auxiliaires. 

1° Calcul de loga. 



S a:^ 3,572982'. 



2" Calcul de /o^siiiB. 

pour 2" 64,2 

poMr 0".7 a2,47 

poiir 0",03 0,963 



/o,(?SLLl]!= 1,1397594. 

3" Calcul de lag cos B. 



iogeos^— 1,9330339. 



Calculs définitifs. 
1" Calcul de b. 

Ion " = 3.5'39eST 
^off siii B = i",13075e4 

tog b =^ 3,31-37421 
oiii- 3137273 30546 i = ïll. 

diff. — 118 



2" Calcul de c. 
%rt = 3,5739837 



;ûc/ = 3,49501S0 
4950029 312ei 



diir. = 1 

our I: 

dlff: = 
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Deuxième cas. 



Inconnues. . . V; = 3740,957, 
' c =3lS6,l9i. 



Calculs auxiliaires. 

1" Calcul de loijh. 
.. 9051G 'àUTi73 A — 211 



lofjb ^3,3121431, 
■2" Calcul de colog siaB. 
raa-lS'aO" i,7397506 i = 3il. 



. 0",03 



6i,3 
23,11 



io(7sm!! = 1,7397594, 
cotof/ sin B = 0,260îiU6. 



log MtgB = 0,18Sî73y. 



Calculs définitifs. 



-2° Calcul de c. 



log II = 3,3127491 
log cotg B = 0,1833739 

lof/ c ~ 3,4950100 

w 4950099 31201 

rfi/f. = 131 
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Troisième cas. 



Ini 



'^2=v;V7.- 


B = iiO'' 


-C, c = y,'li: — b] {a+ b). 


Calculs auxiliaire 




Calculs définitifs. 


a + 4=5795,627. 




r Calcul de C. 


1" Cakttl de logia—- 


b). 

a =257. 

h). 

A= 75. 


loQ [a -b) = 3,2269315 
ra%(n + &l=î,93C8996 


y 16862 2260091 

.■ 0,8 90â,R 

.- 0,07 n.M 


2 /os 1^'^= 1,4638311 
/ufllg^^ 1,7319155 


loi/ (" — b) = 3,2369315. 
2" Calcul de /o^(a + 

57958 7630981 


poKi- 1,7318972 a8°20'30" A:^501 

diff. = 183 
poiu- 151,2 3" 

diff-.^ 31,8 
pow 30,24 0".6 


sr 0,2 15 

„■ 0,07 5,3 


diff.^ 1,56 
po>i,- .... 1,51 0",03 


hg ia + h] — 3,7031004, 
lo9{a + b]= 4,^368996, 


^ = 28" 20' 33",63 
C. = 56" iV 7" ,26. 






2" Calcul de C. 






;o? ((1 — 6) = 3,2269315 
log (a + 0) = 3,7031004 




2 hg c -- 6,0900319 
log c — 3,4950159 
pou,- 4950029 31261 A = 139 

'Jiff.. =130 
pour 125 0,9 






di/r..= 5 
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Quatrième cas. 



Calculs auxiliaires. 
1° Calcul de logh. 

mai- 305J6 31^7273 i- 

iDW 0,70 1J8 

log 4 = 3,3127Jai. 

2° Calcul de cologc. 
•om- 31i61 J950039 A = 



0,01 



125,1 



3.4950160, 
4,5049840. 



3" Calcul de cologsi 
r 33°J8'50" 1,7397506 



U ~ 33n8'5S",7a, 
Inconaues. .. C — 56°ll'7",a8, 

' n = 3740,957. 



Calculs définitifs. 
1" Calcul de B. 

loi/ b = 3,3127421 
colof) c = i",5049840 

% (gB=^î,8177S61 
!>«)■ 1,8177136 03° 18' 50" l 



1! = y3° 18' W,1i. 
'■l" Calcul de a. 



log si[lB = 1,7397503 
cologûn B = 0,260^407. 



146. Cas non classiques. — Les cas que nous venons d'exa- 
miner, cas dits « classiques », comprennent tous ceux où les données 
sont deux des éléments du triangie rectangle. Un tel triangle est, 
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cependant, parfaitement déterminé, lorsqu'on se donne deux quanti- 
tés, dont au moins une longueur, liées intimement au triangle. 
Ainsi, par exemple, un triangle rectangle est déterminé dès qu'on se 
donne la hauteur relative à l'hypoténuse et un angle aigu; ou 
lorsqu'on donne les deux segments en lesquels la hauteur partage 
l'hypoténuse. 

Si on a une donnée autre qu'un élément du triangle et un 
élément de ce triangle, on exprimera cette donnée en fonction des 
éléments du triangle. Cette égalité, jointe h trois des formules du 
n° 139, convenablement choisies, fournira quatre équations pour 
déterminer les cLuatre éléments inconnus. 

Si les deux données ne sont, ni l'une ni l'autre, un élément du 
triangle, on exprimera ces deux données en fonction de ces 
éléments. On obtiendra ainsi deux égalités qui, jointes a trois des 
formules du n" 139, convenablement choisies, fourniront cinq 
équations pour déterminer les cinq éléments. 

Voici deux exemples de ce genre de questions. 

147. Problème. — Résoudre un triangle rectangle, coimaissanl la 
hauteur h, relative à thypoténuse, et l'angle aigu B. 

Soit AH {/ig. 38) cette hauteur. Dans ie triangle rectangle ABH 
on a : 

{1} /, r3 AB sin B = c sin B. 

Joignons à celte égalité les formules ; 

(2) C = PO" — B, 

(3) l>=c tg B, 

(4) c = a cos B, 

et nous aurons un système de quatre équations pour déterminer les 
quatre inconnues a, b, c, C. 
On en tire, sans difficulté, 

' sin B cos H 

O'-^O" — B; 
formules qui résolvent la question. 
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148. Problème. — Résoudre tm triangle rectangle^ connaissant les 
deux segments m e( n en lesquels la hauteur relative à l'hypoténuse 
fartage cette hypoténuse. 

Soit AH [fig. 38) cette tiauleiir. On connaît 



BH: 



, CH^ 




on a alors, de suite, 

(1) «=„ + „. 

En second lien, dans les 
triangles rectangles ABH et 
ACH on a : 

■m = AH cotg B, 
<i = AH tgB; ^"*- '^' 

d'oiJ, en divisant ces deux égalités, membre k membre, 
tgMl = ^"^, 

(2) tg B ::. y/^. 

A ces deux égalités (1) et (2) adjoignons les égalités : 
t + C = 90", 
(3) 



W 



/, 



et nous avons nn système de cinq équations pour calculer les cinq 
inconnues o, b,c, B, C. On calcule d'abord a et B parles formules (1) 
et (2) et les formules (3) donnent, ensuite, C, h et c. 

EXEBCICES 

S2. Absoudre un triangle t^etangle ronn.ussdnt 

1° L'angle B et l'escès d de riiypob>nuse sur Id hmteui 

3' Un côté de l'angle droit et l'angle a que fait la médiane relative à ce cûié 
avec l'hypoténuse; 

3" Le périmèCi'e Up et la. tiiiuteui h lelati^e k ihypetcnu-e , 

4° L'angle B et la somme, s = fi + t, des deui côiés de 1 angle droit ; 

6" L'hypoténuse a et la longueur l de H hi-^pcliice do I angle droit; 

6» Les deux segments m et n en lesquels I hypoténuse e»t partagée par le point 
(le contact du cercle inscrit; 

7" La surface S et l'un des angles aigus. 
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tro les cinq élémeiila (I'liii triangle 



urfate S J'lki ti-iarigle rectangle 
= ^ {i + e + «) (i + c - 0). 



CHAPITRE II 



FORMULES POUR DES TRFANGLES QUELCONQUES 



149. Théorème. — Dans un triangle, les cdUh sonl proporlionnels 
aux sinus des angles opposés. 

Soit ABC un triangle [ftg. 39) ; traçons le cercle circonscrit Èi ce 
triangle de centre 0. Nous allons prouver que le rapport d'un côté 
quelconque au sinus de l'angle oppose est égal au diamètre du cercle 
càrconscrit. La proposition énoncée en résultera bien évidemment. 

Abaissons du centre du cercle la perpendiculaire OH sur le côté 
BC et joignons OB. Evaluons l'angle BOH, Cet angle a même 
mesure que l'arc BK compris entre ses côtés, c'est-à-dire que la 
moitié de l'arc BC. il peut se présenter deux cas. 

Si l'angle A du triangle est aigu, cet angle a même mesure que 
la moitié de lare BC, et on a : 



BOH =: 



: A. 



Si A est obtus, le triangle a la forme BA'G (fig. 39} et l'angle A i 
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pour mesure la moitié de l'arc BAC et, dans ce cas, il est le 
supplément de l'angle BOil, 

IlOK — 180" — A. 



Dans les deux cas, puisque deu:( angles égaux oa supplémentaires 
ont même sinus, on a : 

siQ ÊOIÎ = sin A. 

Ceci posé, dans le triangle rectangle 
BOH, on a 

HB = OB SiQ (BOH). 

Or BH est la moitié de BC, c'est- 
à-dire de a. Si donc on désigne par li 
le rayon du cercle circonscrit, on a : 






^ = HsinA, 


Où 


sin A 


On aurait, cvidemm 


eut, de même, 




^--. 




sîc = ^"' 


On a donc bien 





Remarque. — La démonstration précédente prouve, en outre, 

que la valeur commune des rapports tels que -: — - est 2 R. Ceci 

nous sera utile pour îe calcul du rayon du cercle circonscrit à un 
triangle. 
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150. Théorème. — Dam un iriangle, le carré d'un côté est égal 
à la somme des carrés des deux autres côtés diminuée du double produit 
de ces deux côtés par le cosinus de l'angle opposé. 

Soil ABC un triangle et BH [fîg. 40) la hauteur issue du sommet 
B. Nous distinguons deux cas : 

V L'angle A est aigu. Dans ce cas, l'on sait, d'après un théorème 
connu de géométrie ('), que l'on a {fig. 40, I). 



(■I) 



= AB^ + AC^ - 2 AG X AH. 



BC = a, AB = c, AC = * ; 

de plus, le point H tombant entre A et C, l'angie IIAB est l'angle A 
du triangle et on a : 



AH = AB cos (BAil) = c cosA. 



On en conclut 




2° L'angle A est oljtus. D'après le théorème précité, on a, alors 
(A?. 40, II). 

(2) BC' =TC^ + ÂB' + 2AC X AH. 

Or, ici, le point II tombe sur le proiongemcnt de AC du cùté de A. 
et l'angle BAH est le supplément de l'angle A. On a donc : 

cos (BAH) = — cos A 
et AH = AB cos (BAH) = — c cos A. 

(1) Voir dans les Leçons ,k d'oim-b-ie is M. IlaâamarJ, le il" 1>S. 
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Portant celle valeur de AH dans la relation (2) et remplaçant BC, 
AC et AB par leurs valeurs, on en conclut encore la relation : 

(3) «^ = 6^ -L- c^ — 2 6-; cos A, 

qui est donc vraie dans tous les cas. 
On démontrerait, de même, que 

(4) b^ — c^ -\- a^ — 2 ca cos B, 

(5) c^ = «^ + é'^ — 2 aô cos C. 

Remarque. — On déduit aisément la formule (4) de la formule (3) 
par ce qu'on appelle une pei-mutatinti circulaire effectuée sur les 
lettres a, b, cet A, B, C. 

Permuter circulairement a, b, c, c'est remplacer a par b, b par c, 
cpar a; c'est-à-dire que c'est remplacer chaque lettre par la sui- 
vante, la première, a, étant considérée comme celle qui suit la 
dernière c. 

La formule (b) se déduit, de même, de la formule (4) par une per- 
mutation circulaire. Il suffit donc de connaître la formule (3) pour 
pouvoir écrire, immédiatemeut, les deux autres. 

i51. Théorème. — Bans un triangle, un côté est égal à la 
soiïi'me des produits obtenus en multipliant chacun des deux autrex 
côtés par le cosinus de Vangle qu'il forme avec ce premier côté. 




Soit [fg- 41} le triangle ABC. Prenons sur BA, AC et BC, des sens 
positifs de B vers A, de A vers C et de B vers C. On aura, alors, 

M =: c, ÂG .- 6, BC = a. 

Or, le segment (BC) étant la résultante des segments (BA) et (AC), 
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on a, en projetant les trois segments sur un axe quelconque {n" 8). 
proj. BC = proj\ BA + prnj. AC. 
Projetons sur l'axe BC, on aura : 

proj. BC i=r BG --- a, 
proj. M = BÂ cos (BC, BA) = c cos B. 
proj. ÀG - ÂC cos (BC, AC) = i cos C. 
On en conclut 

fl =1 è cos C -j- f: cos B, 

ce que nous voulions dénioutrcr. 
On prouverait, de même, que 

^ c cos A + fï es C, 
c ?= a cos B -j- ô cos A, 

relations qui se déduisent de la précédente par des permutations 
circulaires effectuées sur les lettres a, ù, c et A, B, C. 

Remarque. — Si, au lieu de projeter sur l'axe BC, on projetait 
sur un axe perpendiculaire à .BC, ou aurait, comme il est facile de 
s'en rendre compte, 

— c sin B — * sin C, 

et on retrouverait, par une nouvelle voie, les roliitions du u" 149. 

152. Résumé. — Des trois théorèmes qui précèdent, il résulte 
que l'on a, entre les six éléments, a, b, c et A, B, C d'un triangle 
quelconque, les trois groupes de formules suivants : 



[58] sin A ~" sin B sin C 

( A -f B + C = 180'>; 

■ a' — b' + é — Vjc cos A, 

[59] ¥ = c^ + ft^ — 2ca cos B. 

' c^ — n^Jf-b''— lab cos C ; 

. a =1 b cos C + c cos B, 
[60] ,b = c cos A -|- a cos G, 

' c ^j rt cos B + ^ <^os A. 
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Les groupes [58] et [59] sont formés d'égalités dont chacune 
contieut quatre éléments du triangle. Il est facile de se rendre 
compte qu'on peut en déduire toutes les relations qui peuvent 
exister entre quatre éléments quelconques d'un triangle. 

D'abord, entre quatre éléments d'un triangle, dont au moins 
deux côtés, il ne peut exister deux relations distinctes. Car, sans 
cela, en résolvant ces deux relations par rapport à deux côtés, 
on pourrait calculer deux côtés du triangle ne connaissant que 
deux autres éléments; par suite, un triangle serait déterminé par 
deux éléments, ce qui n'est pas, 

Ceci posé, il peut d'abord y avoir trois relations contenant 
chacune les trois côtés et un angle : ce sont les relations du 
gçoupe [59]. Il peut, ensuite, exister neuf relations contenant 
chacune deux angles et deux cotés : ces neuf relations sont toutes 
contenues, implicitement, dans le groupe [58]. En remarquant, 
en effet, que 

sin A = sin (B -f C\ 
sin B = sin(C + A), 
sin C = sin (A + B), 

puisque 

A+ lJ + C-:-:180', 

on déduit, des relations [58], les 9 suivantes : 

ffl sin B — 6 sin A = 0, 6 sin C — c sin h = 0, 
c sin A — (i sin C ^ 0, 

H sin (C + A) — i sin A — 0, 6 sin {A + B) — c sin B = 0, 

c sin{B + C) — ft sinC — 0, 
'( sin B — 6 sin (B + C) = 0, è sin C — c sin (C + A) — 0, 

csinA — flsin(A + B) = 0. 

Enfin, il ne peut exisler une relation contenant les trois angles et 
un côté, où ce côté figure effectivement ; car, sans cela, on pourrait 
calculer un côté d'un triangle, en connaissant les trois angles; et deux 
triangles semblables seraient égaux. 

.Donc, si l'on cherche une relation ne contenant qu'un seul côté, 
ce côté ne pourra pas y figurer et on devra parvenir à. une égalité 
équivalente à 

A + B + C = 180". 

Nous avons donc toutes les formules à quatre éléments possibles. 
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153. Équivalence des trois groupes. — Il est aisé d'apercevoir, 
a priori, qu'il ne peut exister plus de trois relations distinctes entre 
les six éléments d'un triangle. S'il en existait, effectivement, quatre, 
on pourrait, grâce à ces quatre relations, calculer quatre éléments 
du triangle, n'en connaissant que dmx et un triangle serait 
parfaitement déterminé par deux éléments. Or, ceci est contraire 
aux propriétés géométriques connues des triangles. 

Chacun des groupes [58], [59], [60] étant formé de trois égalités 
distinctes, il est donc à prévoir que ces trois groupes ne sont pas 
indépendants et que, de l'un d'eux, on peut déduire les deux autres. 

C'est ce que nous allons montrer. 

Précisons. Nous allons prouver, non pas que les trois groupes 
sont absolument équivalents quels qw; soient a,b,c A, B, C, mais 
qu'ils le sont lorsque o, 6, c A., B, C sont les éléments possibles d'un 
triangle : c'est-à-dire lorsque a, Ô, c sont positifs et lorsque A, B, C 
sont des angles positifs et plus petits que ISO" ('). 

i" Èquioalence des groupes [59] et [60]. — Etant donné le groupe [60], 
proposons-nous, par exemple, d'en déduire ia première formule [59]. 
Cette formule est Vunigue formule qui contient les éléments a, b, c, A; 
on l'obtiendra donc certainement en éliminant cos B et cosC entre 
les formules [60]. 

Des deux dernières équations [60] je tire : 

* - e cos A 
cos C = , 



Portons ces valeurs dans la première, il vient, en multiiiliant 
par a, 

il' := h [h — c cos A) -\- du — Ij cos A), 
d'où, en simplifiant, 

a^^i^ + c^ — 2iccosA. 

Le groupe [59] est donc une conséquence du groupe [60]. 

Réciproquement, montrons que le groupe [60] peut se déduire du 
groupe [59]. Proposons-nous, par exemple, connaissant le groupe [59] , 
d'obtenir la première des formules [60] . Il suffit, pour cela, d'ajouter, 
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membre à membre, les deux dernières relatioos [59]. Il vient, en 
effet, en supprimant Ij' -\- c^ aux deux membres, 

;= 2((^ — 2ra cos B — 2ai cos G. 

Divisons les deux membres par 2f(, qui esL dilïerenl de z.éro par 
hypothèse, et nous avons : 

(ï, = c cos B -j- h cos C, 

qui est bien la première égalité [60]. 

2° Equivalence des groupes\^%] et [60]. — Connaissant le groupe [58], 
il est facile d'en déduire le groupe [60]. Cherchons, par exemple, k 
former la première équation [60]. 

Puisque 

A = ISO" — (B + C), 

sin A = sin (B + C), 
c'est-à dire 

sin A — sin H cos C -|- siu C cos B. 

Désignons par k le rapport ^ , on aura, d'après les premières 

formules [58], 

sin A = ka, 
sin B = kb, 
smC = kr.. _ 

Portons CCS valeurs dans la relation précédente ; il vient : 

/,« 1- M cos C + kc cos B. 

En divisant par k qui ne peut être nul, on a bieu 

H — è cos C + c cos B, 

Réciproquement ,da groupe [60] clierchons à déduire le groupe [58]. 
La relation : 



étant la seule relation qui puisse exister entre a, h, A et B, on 
l'obtiendra certainement en éliminant c et cosC entre les égalités [60]. 
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Des doux premières ligalilés [60j, on lire : 

ècosB — acosA 

cosC= 5 — --, 

flCOsB — - ôcosÂ 



«cosB — ècos A" 

Portons celle valeur de c dans la deuxième, il vienl, après avoir 
chassé le dénominateur, 

a- — b- =: {acosB -|-/;cos A) («cosB — 6cosA} 



a^ — II- = a^ cos- B — h^ cos- A, 
ft^ ' — cos^ B) ±= fis (i — cos^ A) 
et, enfin. 

«-sin- B = fissin! A. 

Comme, d'après les restricLious faites plus haut, a, h, sin A et sin B 
sont positifs, on conclut de là, sans ambiguïté. 



sin A sin B 
On prouverait de même que 



La proportionnalité des sinus aux côtés étant ainsi établie, nous 
pourrons en tenir compte pour obtenir la deuxième relation [58] 

A + B + C^180". 
Posons 



'( Tiz. /isin A, b = ^si 
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Portons ces valeurs de o, b, c dans les trois égalittis [60], elles 
deviennent, après avoir divisé par h, 

sinA = sin(B + C), 
sinB:z.sin(G + A), 
sinC = sin(A. + B]. 

A., B et C étant, par hypothèse, des angles compris entre 0° et 180", 
!a première de ces égalités ne peut avoir Heu que si on a 

soit A -^ B -i- G, 

soit A + B + C ^ 180". 

De inÉme, la seconde rotation exige que l'on ait 
soit B 1=: C H- A, 

soit A + B + C= 180", 

Et, cnlin, la troisième relation donne 
soit C= A + B, 

soit A-LB + C --I80^ 

Si donc on n'avait pas 

A + B 4- C r^ 180", 
il l'aiidrait avoir, à la fois, 

A = B + C, B ^. C + A, C -^ A + B 
et ceci est impossible car on en déduirait 

A = 0, B — 0, C = 0. 

3" Équivalence des groupes [58] el [59]. — Les groupes [58] et [59] 
étant équivalents, l'un et l'autre, an groupe [60], sont, nécessairement, 
équivalents entre eux. 

154. Théorème. — a, b, c étant trois nombres positifs et A, B, C 
trois angles positifs plus petits que 180° vérifiant l'un des trois 
groupes [58], [59] ou [60], il existe un triangle dont les côtés ont pour 
mesures a, b, c et dont les angles sont A, B, G. 

Les trois groupes [58], [59] et [60] étant équivalents lorsque a, />, c 
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sont positifs et A, B, C compris entre U" et 180% il suffit d'établir la 
proposition dans le cas ofi les six quantités vérifient le groupe [59]. 
Je dis, d'abord, qu'avec les trois longueurs a, h, c, on peut 
construire un triangle. Pour cela, il suffit de prouver que l'une 
quelconque de ces longueurs est plus petite que la somme des deux 
autres. Or, on a, par hypothèse, 

a- --• h- -\- c- — 2/1CC05A 
et, comme 

cos A > — 1 , 
on en conclut que 

a et è -]- c élant positifs, ceci entraine 

n < S + t. 

On verrait de mÉme que 

*<£ + <■, 
C < o + 4. 

Je dis, maintenant, que les angles de ce triangle sont égaux 
à A, B et G. Soit, en effet, A' l'angle opposé au côté k. On aura, 
d'après le théorème du ■a" 150, 

a- =1 Ij- -\- <:- — 2hc cos A'. 

Mais, par hvpolhÈse,on a aussi 

«'=z/,' + c3_^6(;cosA; 

on en conclut que 

cos A' = cos A. 

Les angles A' et A étant compris entre et ISO" ceci ne peut avoir 
lieu que si 

A' = A. 

On montrerait, de la même façon, que l'angle opposé au côté b est 
B et que celui qui est opposé à c est C. 

Remarque. — Ce théorème aura son importance dans la discussion 
des problèmes de résolution de triangles. Car, pour exprimer 
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qu'un tel problème a une solution, il suffira d'exprimer que 
les valeurs trouvées pour a, b, c, sont positives et que celles de 
A, B, C sont comprises entre 0° et 180". Il sera inutile de vérifier, 
comme on est forcé de le faire en algèbre, que chacun des côtés est 
plus petit que la somme des deux autres, puisque cela aura toujours 
lieu. 

155. Théorème. — La surface d'un triangle a pour mesure te 
demi-produit de deux côtés par le sinus de langle compris. 

Soit un triangle ABC, BH {fig. 40) la hauteur issue du sommet B. 
La surface S du triangle est donnée par la foririule (') : 

AC X BH 



Dans le triangle reclangle BAH, on a 

AH ~ ABsin (BAH). 



II peut, alors, se préseiitev deux cas. 

Si l'angle A est aigu (lig. 40, 1), H tombe entre A et C ot on a. 



Si l'angle A est obtus {fig. It), II), il tombe sur le prolongement de 
AC, au delà de A, et on a 



BAH=: 180" —A. 



Datis les deux cas on a : 



et, par suite, 

Comme, d'ailleurs, 

on a, linalement, 
[61] 



sin (BAII) — sin A, 

Ml = c sin A. 

AC =/}, 



yGoosle 
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On a, de même, 

ab sin G 



Remarque. — En égalant ces trois valeurs de S, on relroiiveraît, 
d'une troisième manière, les égalités du n" 149. 



EXERCICES 

55. Si dans un triangle on a : 

le triangle est isoscèle. 
ee. Si dans un triangle on a : 

le tiiangle est rectangle en A, 
57, Sidaiismi triansleon a; 

tsA ^ sin' A 
tg B gin' R ' 

le triangle est isoscèle ou rectangle. 
68. Si dans un triangle Tangle A est égal à 130*, on a 

59. Dans nn triangle quolcoaqne on .t ; 



IgC «' + c'- 
sin (A - It ) ^ a^ 
sin(A + B) 
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CHAPITRE ni 

RÉSOLUTION DES TRIANGLES QUELCONQUES 



156. Cas classi(|ues. — Des propriétés gcomctciques des 
triangles, il résulle qu'un triangle quelconque esl déterminé dès 
qu'on se donne trois quantités indépendantes (') liées à ce triangle, 
dont au moins une longueur. 

Les cas .dits » classiques » sont ceux oti les trois données sont trois 
des éléments du triangle, dont au moins un côté. 

Nous désignerons, comme toujours, par a, b, c, les trois cùtés du 
triangle, et par A, B, C, les angles. 

Il est aisé de se rendre compte, a priori, qu'étant donnés trois des 
six éléments, les formules [58] et [59] permettent de calculer tous 
les autres. Comme nous l'avons, en effet, remarqué {n" 152), les 
groupes [58] et [59] fournissent toutes les relations à quatre éléments 
possibles. Etant donnés trois éléments, on pourra toujours tirer de 
ces deux groupes une formule contenant ces trois éléments et un 
quatrième élément inconnu (pourvu qu'il y ait au moins un cùlé 
dans les données)- Cette formule fera connaître l'élément inconnu 
en fonction des trois autres. 

Énumérons les divers cas qui peuvent sa présenter. 

1° On peut se donner un côti! et deïix angles. Peu importe quels 
sont ces deux angles, car dès qu'on connaît deux angles on connaît 
le troisième, en prenant le supplément de la somme des deux 
autres. 

2° On peut se donner deux côtés et un angle. Ce cas se subdivise 
en deux, suivant que l'angle est compris entre les deux côtés ou 
opposé à l'un d'eux, 

3° On peut se donner les Irais côtés. 

Il y a donc, en tout, qualiv cas que nous allons examiner 
successivement. 
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157. Premier cas. — Résoudre un triangle connaissant un côlé et 
deux angles. 

Supposons qu'on connaisse le côté a et les deux angles adjacents 
Bel G. 

Écrivons les formules [58], 



îiïi A. sin B sin C ' 

A + B + C = i80\ 



On a, immédiatement, A 



Connaissant les trois angles, on a les deux cùlés 6 et c : 
_ a sin B a sin G 

sin A ' ' sin A 

)ar des formules calculables par logarithmes. 
La surface S est donnée par l'égalité (n° ISS) : 



, en remplaçant 4 et c par leurs valeurs, 
(t^ sin B sin G 



Pour que le problème soit possible, il faut et il suffît que la 
somme B -|- C soit plus petite que 180°. 

158. Deuxième cas. — Résoudre un triangle connaissant les deux 
côtés et l'angle compris. 

Soient è et c les deux côtés connus, A l'angle compris. 

On a, de suite, pour déterminer les deux angles B et C, le système 
suivant de deux équations à deux inconnues : 

,' sin B _ ô 
) sin C ~ c' 
( B + G = iSO' — A., 

fourni par le groupe [58]. Nous sommes ainsi ramené à un problème 
connu (n" 134). 
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La première égalité s'écrit, en suivant la marche indiquée i 
n" 134, 

sin B — sin C __ ô — c 
sin B -{- sin G " /> + c' 

ou, d'après une transformation connue {n"93}, 





B-C 




"î 2 




%"Î" 


Or, puisque 




(1) 


B + r. 


on en tire : 




(2) 





Jet G. 
Connaissant les angles, l'égalité 



donnera lo côté a : 
(3) 



sin B 

On peut calculer a d'une auti'e manière, souventplus avantageuse. 
Les égalités 



donnent, en ajoutant les numérateurs et les dénominateurs des deus 
derniers rapports, 



y Google 



LEÇOî>iS DE TlilGONOMETRlb:. 



B + C B — G" 



en portant ces valeurs dans la relation qui précède et divisant haut 
et bas par '2 cos — , il vien t 

Lorsqu'on connaît 6 et c (et non leurs logarithmes), il sera préfé- 
rable d'appliquer la formule (4). En effet, le calcul de — ^— par la 
formule (2) aura déjà exigé le calcul de log {h + c) on n'aura donc 
que deux logarithmes nouveaux à calculer ; ceux de sin - et 

de cos — - — ; tandis que la formule (3) exigerait Irais calculs de 

logaritlinies. 

Pour la surface on a : 

_ /te sin A 

S.. - , 

Discussion. — Comme la tangente peut prendre toutes les valeurs 

possibles, la valeur de tg — - — donnée par la formule (2) sera 

toujours acceptable. 

Supposons, ce qui est permis, fi plus grand que c. La valeur 
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de Ig sera positive et on trouvera, dans la table, un angle a, 

i-ompris entre 0" et 90", tel que 

f, — c A 

Les angles B cL G étant compris entre 0" et 180^ l'angle —^ sera 

compris entre ~ 90° et + 90". Il n'y a donc qu'une valeur à prendre 

B-C . , 

pour — - — , c est : 

B— C 



On en conclut 

Pour que ces valeurs de B et C soient acceptables, il faut qu'elles 
soient comprises entre 0" et 180°. Ceci a évidemment lieu pour B, 
car A étant compris entre 0" et 180", B est la somme de deux angles 

90° — g et a tous deux compris entre 0" et 90". 

La valeur de C est certainement plus petite que 180"; il faut, 
encore, qu'elle soit positive. On doit donc avoir : 



Les angles DO" — ^ <^t a, étant compris entre 0" et 90°, sont rangés 

dans le même ordre de grandeur que leurs tangentes. L'inégalité 
précédente sera donc vériiiée si on a : 

- '^oig i^ > tg a 

A f> — e A 
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et ceci a bien lieu. 

Les valeurs de B et C sont donc toujours acceptables et comme la 
valeur de a donnée par la formule (3) ou la formule [i] est positive, 
le problème, d'après une remarque faite plus haut [n" IM), a 
toujoîirs une solution et une seule. 

Ce résultat est évident géométriquement, car on peut toujours 
construire un triangle dont on connaît deux eûtes et l'angîe compris, 
quelles que soient les données. 

Remarque I. ~ La formule ("2) n'est calculable par logarithmes 
que si on connaît les côtés i et c eux-mêmes. Dans bien des ques- 
tions, en particulier dans les calculs de triangulation (voir plus loin 
n° 178), on ne connaît pas b et c, mais seulement leurs logarithmes. 
Pour éviter des calculs inutiles, il faut, alors, rendre cette formule 

è c 

calculable par logarithmes. Pour cela, on rendra l'expression 

calculable par la méthode générale e.xposée plus liaut(n'' 122). On 
pose : 



; = tg('i5«-^); 



tg -^— = [g (45° — 9) colg ^. 

Dans ce cas, il sera plus avantageux d'employer la formule (3), pour 
calculer a, puisqu'on connaît déjà log à. 

Remarque II. — Le procédé de calcul de a que nous avons exposé 
plus haut suppose que l'on ait calculé, au préalable, B et C, ou, du 

moins, — - — , On pourrait se proposer de calculer directement a 

en fonction des donnés b, c. A, A cet effet, il faut prendre dans le 
groupe [59] la formule à. quatre termes qui contient (ï, /», 1:, A. C'est 
la suivante : 



a~ = 0- -]- c- — 2 bc cos A, 
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qui donne 

a ^= v'è^ -[- c^ ^ 2 fie cos A, 

Cette formule devra être rendue calculable par logarithmes. Ce 
calcul a été fait, comme exercice, an n" 124 et nous avons vu que, 
si on pose, 

b — c , A 



(/, 4- c] sin - 



Or, si ou compare la formule qui donne Lg ^ à celle qui donne 
— - — '- , on voit que l'on a : 



On retombe donc, pour le calcul de a, sur la formule (4). Ce 
nouveau calcul de a, dirigé de la façon la plus avantageuse (de 
manière à, n'employer qu'un angle auxiliaire <f), nous ramène 
donc aux calculs précédents. 

Remarque III. — La formule (4) peut servir comme formule de 
vérification pour le premier cas. 

D'autre part, on pourrait encore calculer a par la formule 
suivante : 



{1/ — c) cos - 



qui s'établit, de la même façon que la formule (4), en écrivant : 

sin A^ sin ii — smC' 

Cette formule (5) pourrait servir, d'ailleurs, pour la vérîlication 
de l'exactitude des résultats dans le second cas. 
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159. Troisième cas (cas douteux). — Résoudre un triangle connais- 
sant deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux. 

Supposons que l'on connaisse les deux côtés a, b et Tangle A 
opposé au c6té a. 
L'égalité 

a _ b 
sin A sin B 

donne, immédiatement, l'angle B, 

(1) Bi„B=^*. 

Connaissant A. et R, ou a 

(2) C = 180" — (A + B). 

Les trois angles étant connus, c est donné par la formule : 

et la surface est 



. •— L'angle B étant donné par son sinus, il faut que la 
valeur de ce sinus soit acceptable. Comme elle est positive, il suffit, 
pour cela, qu'elle soit au plus égale à 1 . On doit donc avoir, d'abord, 

(4) b sin A -^ (7. 

Cette condition étant remplie, on trouvera, dans les tables, un 
angle p, compris entre 0" et 90", tel que 



B étant assujetti à la condition d'être compris entre 0" et 180", on 
pourra prendre pour B soit : 
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A cos deux valeurs de B correspondent, pour C, les deux valeurs : 

(5) G = m" — A — p, 

(6) C^fi — A. 

Pour que l'une quelconque de ces deux valeurs de C soit accep- 
table, il faut qu'elle soit comprise entre 0" et 180". Nous distin- 
guerons, alors, deux cas. 

•!" A est aigu. — La valeur (5) est certainement acceptable, car on 
l'obtient en retranchant de 180° l'angle A -|- p qui est plus petit 
que 180°. 

Pour que la valeur (6) convienne, il faut et i! suffit qu'elle soit 
positive, car elle est certainement plus petite que 90°, Il faut donc 
que l'on ait : 

P> A. 

Or, les angles p et A étant compris entre 0° et 90°, sont rangés 
dans le même ordre de grandeur que leurs sinus. L'inégalité 
précédente sera donc vérifiée si on a 

sin p > sin A 

ou 

b sin A 

> sm A . 

Comme sin A est positif, ceci entraine 

Donc, dans ce premier cas, si 

lo prolilèmc n'a qu'«i?e solution obtenue en prenant la valeur {3; de C. 

Si h > a, 

le problème a deux solutions. 

2° L'angle A est obtus ou droit. — La valeur (6) de C ne convient, 
alors, certainement pas, puisqu'elle est négative (p est aigu). 
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Le problème n'admet donc de soluLion que si la valeur (5) est 
acceptable. Cette valeur étant plus petite que 180°, il suffit qu'elle 
soit positive. Il faut donc avoir : 



Les angles 180" ^ A et (3 étant tous deux aigus, Tinégalité sera 
vérifiée si on a 

sin (180" — A) > sin j3 

■ A tÊ'LA 
sin Â étant positif, ceci entraîne 

Donc, dans ce cas, si 

le problômo n'a pas de sohUion. 

Si a->b, 

le problème a une seule solution dans laquelle C a la valeur (5). 
Résumé. — Cette discussion se résume de la façon suivante : 

b sin A > a pus de suluUon. 

- . -, ) ( " < 6 deux solutions 

"/a>«o- !">'"";'""". 

-^ { a-^b pas de sokthon. 

Ce tableau de discussion peut être présenté d'une autre manière 
qui est plus intéressante. Remarquons, à cet effet, que la condition 

a>S 

enlraine cerlainement la condition 

«>AsiaA, 

puisque sin A est plus petit que 1 . De plus, dans le cas « > /<, il y a 
toujours une solution et une seule. 
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( A>W 



'^ 6sinA<. 



pas de solution 
f A < 90' deux solutions 
{ A^ 90° pas de solution. 



Remarque I. — Il serait facile de retrouver les résultats de la 
discussion précédente par une voie géométrique. 

Proposons-nous, en effet, de construire le triangle avec les données 
a, h, A. Reprenons, pas à pas, la construction indiquée en géomé- 
trie ('). Ayant tracé un angle égal k A {fig. 42), on porte, sur l'un 
des côtés, une longueur AC égale à b. Du point G comme centre, 
avec a pour rayon, on décrit un cercle qui coupe le second côté AB' 




au point B qui est le troisième sommet du triangle ABC cherché 

Soit CH la hauteur issue de C. 

1° Si CH > a, la circonférence ne coupe pas la droite. I,e problème 
est impossible. Or, dans le triangle rectangle ACH, on a : 

Cil — b sin GAIÎ. 

Si Fangle A est aigu {fig. 42, 1), on a 

"CAH:==A; 

si l'angle A est obtus {fig. 42, II), on a 

CAH = 180" — A. 
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Dans les deux cas 

sinCAH — siiiA, 
et, par suite, 

CH — b siii A. 

La condition CH > n s'ccrit donc : 

2" Si CH < «, c'est-à-dire si b sin A < a, la circonférence coupe la 
droite AB' en dewx points B' et B". Mais il reste à savoir si ces points 
sont sur la demi-droite AB' ou de l'autre côté du point A. 

Distinguons deux cas. 

L'angle A est aigu {fig. 42, I). Dans ce cas, H est sui- AB'. B' est 
toujours acceptable. U y a toujours une solution. Pour que la 
solution B" convienne, il faut que l'oblique CB" soit plus courte 
que l'oblique CA. Il faut donc que 

a<b. 

L'angle A est obtus ifig. 42, II). Le point H n'est pas sur AB', La 
solution B" n'est jamais acceptable. — Pour que la solution B' 
convienne, il faut que l'oblique CB' soit plus grande que C^ ; il faut 
donc que l'on ait : 

a>b. 

Ces résultats sont en concordance absolue avec les précédents. 
Remarque II. — La discussion précédente nous a montré que le 
problèm.c admettait loujoiirs une solution et ntie urule lorsque 

a>h 

c'est-à-dire lorsque l'angle donné A est opposé au plus grand des 
deux côtés. On peut donc énoncer la proposition suivante (') : 

Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont deux côtés égaux, chacun à 
chacun, et l'angle opposé au plus grand de ces deux côtés. 

Remarqae III. — La formule (3) que nous donnons plus haut pour 
le calcul de c suppose qu'on ait caîculé, au préalable, l'angle C. On 
pourrait chercher à calculer directement c en fonction des données. 
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Il faut, pour cela, prendre la formule à quatre termes qui contient 
c, <ï, h, A. Cette formule est : 

fâ —. b' -j- c' — ïbc cos A. 
c est donc ainsi fourni par une (équation du second degré 

(7) t= — "Ibc cos A + h^ — 0? --. û. 

Cette équation donae, pour c deux valeurs, pourvu que l'on ait : 
b^ cos^ A — b^ -\- w''^ (\ 
a^'^ b^ siii^ A, 
ou 

a^ à sia A. 

C'est la condition (4). Pour que ces valeurs soient acceptables, il 
faut, encore, qu'elles soient positives, 

1" Si è < a, le produit des racines est négatif, il y a toujours une 
racine positive et une seule. 

2° Si 6 >• a, le produit des racines est positif, la somme est égaie 
è, 2i cos A. Donc, si A est aigu, cos A est positif et les deux racines 
sont positives, donc admissibles. Si A est obtus, cos A est négatif 
et les deux racines sont négatives, donc inacceptables. 

3" Si è ^^ a, il y a une racine nulle, inacceptable. L'autre racine 
est égale à 26 cos A et n'est admissible que si A est aigu. 

Hous retrouvons, ainsi, par une troisième voie, les résultats de la 
discussion précédente. 

Pour faire le calcul effectif de c par l'équation (7), il faudra rendre 
la formule de résolution calculable par logarithmes. Nous suivrons 
pour cela, pas à pas, la méthode générale (n" 123). On a, en 
résolvant : 



-- b cos A ± \'f(^ — 6^ : 



c — b\ cos A ± sin A \/ ~-,-, — 1 ■ 
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et nous aurons : 

, cos A sin a ± siii A ces 

c — b — ■ — ^ — 



Or, si nous comparons la valeur de sin a h. celle de sinB donnée 
par la formule (1), nous voyons que 

sin ^ --= sin B. 
s étant compris entre Û° el 9'/, on a 

3 étant l'angle que nous avons défini dans la discussion. Les deux 
valeurs de c sont donc : 

^^^ sin(^-hA) ^ ^ sin (^ - A ) 
sinf! ' sin p 

Ce sont précisément les valeurs que l'on obtient en prenant pour C, 
successivement, les valeurs (5) et (6) dans la formule (3). 

Les calculs auxquels on est conduit par l'application de la 
formule (7) sont donc identiques à ceux que nous avons indiqués plus 
haut. Il faut donc toujours passer par le calcul préalable de B {ou p), 
pour calculer, par logarithmes, le côté c. 

160. Quatrième cas. — Résoudre un triangle connaissant les trois 
côtés. 

Les formules [59] résolvent la question, car chacune d'elles fournit 
un angle en fonction des côtés. Ainsi, on a 



a^ = ès _[_ ^2 _ 2ic 



Cette formule n'est pas calculable par logarithmes. Pour obtenir 
une formule calculable par logarithmes, on cherche les ligues 
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26c 



'' .-^ A ^ (ft + c)^ - »' ^ (i + G + 'A {h-hc- f-i) 
\ '^ 2 kbc 46c 

Sm^ -■ ---: TT- — - — — ^-7 . 

Pour simplifier récriture, (.lésignons par 2p !e périmùLre du 
triangle, 






np~c)-^a + b-c. 



, A p [p — a 
2 bc 

A {p — l>) {p — c) 



-4-v/^ 

-h^^ 



'2- 
El) divisant ces lIcus égalités, mcmbi-c à membre, on obtient ; 



A / ip - i] (p - c) 

^2^V i.(»-o 



,,[p-a) 
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On calculerait, <ie mùme, les lignes des angles— et -; mais les 

formules que l'on obtiendrait se déduisent facilement des précé- 
dentes en faisant une permutation circulaire sur les lettres a, h, c 
et A, B, C. 

On emploie de préférence, pour calculer les angles, les formules 
qui donnent les tangentes et ceci pour deux raisons. D'abord parce 
qu'elles donnent lieu à des calculs moins longs ; on n'aura en elTet 
que quatre logarithmes à calculer ceux de p, p — a, j) — b,p — c, 
tandis que les formules des sinus et cosinus exigent, outre ces 
quatre calculs, ceux des trois logarithmes de a, 6, c. Ensuite, comme 
nous l'avons vu plus haut (n^HS), un angle est déterminé avec plus 
de précision par le logarithme de sa tangente que par le logarithme 
du cosinus ou du sinus. 

Les formules que nous emploierons pour la résolution seront doue 
les suivantes : 



f62] ts '- - \/^:=-^ii^-^=^ 

^ ^ ^ 2 - V p {p - è) ' 



■ ^ 2 - V p{p-c) 
La surface S est donnée par l'égalité 

^, /«sinA , . A A 

s --. ■- —. bC SHl - CO.S - , 

En simplifiant, on a donc : 



[63J s = v/p {;.-«)(/.- 6) (/,-c), 

formule bien connue en géométrie ('). 



y Google 



RÉSOLUTION DES TRIANGLES QUELCONQUES. ni 

Discussion. — Pour que les valeurs fournies par les formules [62] 
et [63] existent, il faut et il suffit que le produit 

?' iP - «} (P - '') {p - '■') 
soit positif, c'est-à-dii-e que le produit 

soit positif. Soit a le plus grand des trois côtés donnés (ou du moins 
le cOté qui n'est pas inférieur aux deux autres); les facteurs 

c .i^a — ù et a^ />~c 
seront cerlaiuemeut positifs puisque 

l'our que le produit précédent soit positif, il faut donc et il suffit 
que l'on ait : 



a < /; + c. 

Pour que le problème soit possible, il faut donc et il suffit que le 
plus grand des trois eûtes donnés soit inférieur à la somme des 
deux autres. 

Les angles ^ , et ~ étant tous trois compris entre 0" et 90°, les 

formules [62] fourniront une seule valeur pour chacun àc ces 
angles. 
Gomme vénficalion, on devra avoir 

A + B + C = 180". 
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Calcul pratique. — Au point de vue du calcul pratique, on dispose 
les formules de la manière suivante. 
Posons 



..^v/' 



11» — ») [P — ') (P — c) 



-l^^^ 


'5|^^. 

S := pr. 


-h~ 


Il sera inulilo de calcu 
Hliine et on aura : 


.lei- j'. On calcule 


ra uniquement 



H ig 2 = '■°9 '■ + c-'^'-'^Q [P — ")' 

'"i/tg^ = logr + colog{p~-c), 
logB = Logr + logp. 



161. Rayons des cercles inscrits. — La quantité )■ que nous avons 
introduite plus haut, dans le calcul pratique, a une sigiiilî cation 
géométrique simple : c'est le rayon du cercle inscrit dans le triangle. 

Soit, en effet [fig. 43), le centre du cercle inscrit dans le triangle 
ABC. Joignons ce centre aux trois sommets. La surface S du triangle 
est, bien évidemment, la somme des surfaces des trois triangles 
OAB, OAC, OBC. Ces trois triangles ont tous même hauteur qui est 

le rayon r du cercle inscrit. Leurs surfaces sont donc — , 

On a, par suite, 



2 ' 2 ■ 



Or, comme noiis l'avons i 



S_:;p{p-<.)(p-4)(p-c); 
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ri a donc : 

[64J 






(fi — a){p — b) (p - 



On calculerait, de la même façon, îcs rayons des cercles inscrits. 
Soit, en effet, 0' le centre du cercle ex-inscrit dans l'angle A; 
joignons 0' aux trois sommets. On a évidemment : 

S — surf. O'AG + mrf. O'AB — surf. O'BC. 

Or, les trois triangles O'AC, O'AB, O'BG ont même hauteur qui est 
le rayon v^ du cercle ex-inscrit 0' ; on a donc : 



" M — a V 



p — a V p - 

On trouverait, de même. 




/„(p- 


c){p- 


-a) 


p 


— h 




/p{p- 


a) {p - 


-t) 



y^ et r^ étant les rayons des cercles 
ex-inscrits dans les angles B et C. 

162. Rayon du cercle circonscrit. - 
permettent de calculer aisément le rayon R du cercle circonscrit, en 
fonction des trois côtés. 

On a, en effet (n° 149), 



- Les formules précédentes 



2R = - 



2 sin - cos -r- 
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On en tire, on remplaçant sin — et cos - par leurs valeurs, 



[65] 



m/MP-") ./ (p-6)(p-c ) 
^V bc V bc 

abc abc 



163. Disposilioii pratique des calculs. — Pratiquement, 
on dispose encore les calculs comme nous l'avons fait dans le cas 
des triangles rectangles. On fait deux colonnes. L'une, dans laquelle 
on inscrit tous ies calculs auxiliaires ; l'autre, dans laquelle on place 
les calculs définitifs. 

Voici quatre exemples de calcul. J'ai, dans ces quatre cas, pris 
le même triangle. Ainsi, chaque cas sert de vérification à l'autre. 

On remarquera que c'est le troisième cas (cas douteux) qui donne 
la solution la moins précise. Cela tient à ce que, dans ce cas, 
l'angle B, dont le calcul sert pour celui des autres inconnues, est 
donne par son sinus; il est donc moins bien déterminé que dans les 
autres cas où il est donné par sa tangente (voir n" 116). Ce troisième 
cas a, d'ailleurs, deux solutions que j'ai calculées toutes deux. 

On pourra, comme exercice, refaire le calcul do deuxième cas en 
employant, pour déterminer a, la formule (3) (page 197) au lieu de 
la formule (4) (page 198), que j'ai appliquée. 

Enfin, dans chacun des quatre cas, on pourra calculer la surface 
du triangle. En particulier, dans le quatrième cas, on pourra cher- 
cher les rayons des cercles inscrits et ex-inscrits et celui du cercle 
circonscrit. 
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Premier cas. 



Données ] U = ';6°32'4T',a6, i Inconnues..-^ 4—5133,616, 



■'<: = 4^M? 



Calculs auxiliaires. 
i" Calcul de loga., 

45336 6fH2061 A ; 
0,05 4,8 



to,ja 



3,C612i00. 



2° Calcul de /o<;sinB. 
■r 76°33'40" 1,9879123 A = 



%g!nl) = l,SS79159. 
3" Calcul de iojsinC. 



133,8 
1,78'i 



4" Calcul de co/o(/sinÂ. 



Calculs définitifs. 
1" Calcul de A. 

180° 
B + C==I13'ô(i'ri3'',74 

A = liU" W 6",i6. 

2= Calcul de b. 

log a — 3,6312100 
>?sinB=ï,!t879159 
li/sin A ^0,0618073 





log 6 = 


3,7109332 




100393 


5139S 


diir 


:^ 39 
. 31 


0, 



3" Calcul de c. 
log a = 3,6612100 



logc = 


: 3,559 Î409 


>■ 559J361 


36244 


di/r.= 48 




V 48 


0,40 
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Deuxième cas. 



. J c =3634,110, 



U = 76'3a'17",î5, 
: G = 4a°18' C",49, 
' rt =4583,634. 



Calculs auxiliaires. 

ô + e= 8764,086, 
6 — c = i516,a06. 

i" Calcul de log (b + c). 
pour S7640 9427024 i^ 



log (6 + e) = 3,9dîTOB6, 
co2o3 (6 + c) = 4,0572934. 

'2° Calcul de log {b ~\- c). 
;>Dw 15152 1S04700 d = 



/oiï(i-c)^ 3,1804717. 
3° Calcul de log colg-x- 
«•■ 30" 4'40" 0,3372002 A = . 



. O'^S 



lus cotg - = 0,2372335. 
4" Calcul de log sin — . 
pour 30° 4'30" 1,6999532 A — 363. 



1.089 



S" Calcul de colog cos — ^ — . 

poiiT W37'30" 1,9814552 A:^ E 
jjoui- ... — 9" 56,7 



. — 0",0î 



= 1,9814613, 



Calculs définitifs. 

, B + C 



1° Calcul de - 



-^30- 4'33",13 



log (A — c) = 3,1804717 
coiûff (i + c) = 4,0572934 
log cote A 

g = 0,2372335 

% % -^^ == 1,4749986 
'DHJ- 1,4749957 16'37'30" 



— — = 16'3T20",3; 

3° Calcul de a. 
tog (b + c) — 3,9427066 
iofj SLn-=:r,6999SJ8 
B-C 



ogco 


a 


0,0185387 


log a ^ 
T 6612067 

.nff.= 3a 

^- 2S,5 


3,6612099 
45836 

0,3 


diff. 


= 3,5 
.. 3.8 


0.0 
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Troisième cas. 



poi 



Calculs auxiliaires' 
1° Cakui de log a. 
4dS36 661ÎB07 A— ^J. 

... 0,3 18,b 

(ooa = 3,60lïl0û, 
:o!og a = i,33a7S00. 

â° Calcul de log 6. 
pour 51396 7iÛ9303 4= Si. 

P*"'' 0.* 3* 

log b^ 3,7100333. ' 
3° Calcul de hgiiaA. 

PO'c- 0" 72,6 

pour 0",î a, 42 

'"""" ""•'"' "-^^^ 

/ossinA — T,03ai9i7, 
coio((BiiiA= Û, 0618073, 

4° Calcul de logsiaG (l" sol.}. 

poiB- «•18'' 0" 1,8802001 d = a23 

PO'ii- 0" 133,8 

pour 0",S il, 15 

% an C = 1,8362237. 

5° Calt.id de Ion sin C (a° sol.). 

pour 10'23'*0" 1, 4506313 A = 710 

pour 0",04 2,364 



Inconnues ) n — 4SM8' 

■entière solution) 1 ' 35244 


6"|34! 


Inconnues ( ^~*Îb°|' 

tixième aoUtion) ) „Zi4e|,fi 


12", 80, 
t0",9t. 


(A + B), c=:-^—j-. 




Calculs définitifs. 




1' Cahid de B. 




log b= 3,7100332 




%sin A =7,8381397 




_%^„D=ï,0fi79.3O^^ 


A= . 


■tiir- = i 




(l"soi.]B= 76'>32'47",2 
(2'so;.)B = 103°27M2",S 





a- Calcul de C. 
ISO" 

(1 " aol.)k-{-B= ia6-41'53",4a 

(\"sol.)C— 43M8' fi",3i; 

180° 

{î-soi.)* + B=: 1S3*33')0",06 

(3' sol.) C = ia'23'40",04. 

B" Cofcui tfe c (1" sol.). 

tog a = 3,6UHD0 

eolog sia A ^ 0,0618073 
~ !oc«^ 3,5592410 

om- 5=92301 30244 A: 

*/r.. = 40 

OUI- 48 0,4 

dilf.. = I 

T^^ 3624,441. 

4° Caïeui i/e c. [a- soi,). 
loga = 3,6612100 

eotog amA= 0,0618078 
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Lti;o>is m: TniGONOMÉTRrE. 
Quatrième cas. 



r=\/'l^ 






Calculs auxiliaires. 



1' Calcul de cotogp. 



S' Calcul (fe logip — a). 
aOOOa 3201873 A; 



3* Calcul de log{p — b). 
15342 laSSSÏO A = 



%[p-i) = î,)B388ÛO, 
colog (p— *};= i, 81*1 1*0. 

i" Calcul de tog (p — 
a- 30104 *34iiii 



log(p — a)= 3,3iOI»3U 

%(P — *)= 3,18S3S60 

loglj> — o) — 3,4842I7Î 

colog p=: 4,l756aS0 



Calculs définitifs. 

1' Calcul de A. 

%f ==3.0839583 

colog (p — a) := 4,6708070 

loglg-^T,Te37aii 



3° Calcul de C. 



. 43M8' 0",4e. 
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liESOLUÏIÛN DES TRIANGLES QDELCO^JQUES. ÎI9 

164. Cas non classiques. — Un triangle quelconque est déter- 
miné lorsqu'on se donne trois quantités indépendantes {dont au 
moins une longueur) liées à ce triangle. Ou peut, par exemple, se 
donner !e périmètre et deux angles ; les trois hauteurs, etc.. 

Pour résotidre te triangle, avec de telles données, on exprimera 
chacune des données en fonction des éléments du triangle et, en 
adjoignant à ces relations trois des relations [58] ou [59] convenablement 
choisies, on aura un système d'équations en nombre suffisant pour 
calculer les éléments inconnus. 

Nous allons traiter quelques exemples de ce genre. 

165. Problème. — Résoudre un triangle connaissant le périmètre 2/) 
et les angles A, B, G. 

Il est bien clair qu'il suflit de se donner deux angles et que le 
troisième est déterminé par la relation 

A + B + C ^'180". 

Nous avons, d'abord, 

(1) tp---.a + lj + c. 

A celte égalité adjoignons le système 



m 



sinA sinB sin G 
avons là trois équations pour délerminer les trois incon- 



nues 


a, h, c. 












Du 


système 


(2) on tire : 


2p 










sinA sin A + sin B + sin C 




Or, 


, la soni' 


me. A + B + C 


étant égale à 180" 


, on 


a, comme 


nous 


l'avons vu [n" 


133 (3)}, 












sii 


1 A + sin B + fi 


.„C = 4c„4c„= 


B C 
2 '^"^2" 




On 


a donc : 




■■2p 










, . A A 

^sm-cos^ 


~ , A B C 
4 cos-cos- cos- 
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On Lrouvcrait, de même, 



COS ^ C09 -^ 
. C 



COS -ir COS -: 



Ces formules, calculables par logarilhmes, résolvent la question 
qui est toujours possible puisque les valeurs trouvées pour a, li, c, 
sont positives. La surface S du triangle est donnée par la formule 



S=pMg- tg- tg-. 

166. Problème, — Résoudre un triangle connaissant un angle à, la 
longueur p de la bissectrice de cet angle et la hauteur h issue du sommet 
de cet angle. 

Soient ABC {fig. 44} le triangle, AD la bissectrice do l'angle A, 
AH la hauteur. 

Dans les triangles AED et AGIJ ou a : 



BD = 

sm B 

[i sin - 
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or, oommo 



BD + CD--- a, 
on en conclut, en ajoutant, 

(1) n sinB sinC = p sin^(sinB + sinC). 

D'autre part, on a dans le triangle rectangle AIIC 

(2) è sin C = II. 




Adjoignons à ces deux égalités le système 

(3) J sin A ^ sin B " " siïTC' 

' A+B + C^180°; 

et nous avons un système de cinq équations h cinq inconnues pour 
calculer B, C, n, b, c. 

Calculons d'abord B et C. On a, en divisant membre à membre (1) 
et (2) et tenant compte do (3), 



5in A sin B sin C 



=■- j sin ' (sin B + sin C) 
, A, B + C B — C 



Si on remarque que 



B + C_ 
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celle dernière relation se simplifie encore et donne : 

,,, B-C h 

Z [1 

Comme on a, d'ailleurs, 



2 2 

connaît les angles, on a les côtés; car on a, d'après (2), 



puis, d'après (3), 



Discussion. — Pour que le protilèmo soil possible, il faut que la 
valeur fournie pour cos — - — par la formule (4) soit plus petite 
que 1. 1! faut donc avoir 

ce qu) était évident géométriquement. 

Cette condition remplie, il existera un angle a, donné par les 
tables, tel que 



Nous pouvons toujours appeler B celui des deux angles iuconuiis 
fui est le plus grand; — 
on devra donc prendre 

B — C _ 

2 
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La valeur de B est acceplablc; car c'est la somme de doux angles 
90° — - et 9 tous deux positifs et plus petits que 90°. Pour que la 
valeur de G soit acceptable, il faut que l'on ait : 

Or, les angles 90" — -^ et f étant compris entre 0" et 90°, sont 
rangés dans l'ordre inverse de leurs cosinus. Il suffit donc que l'on 



(7) h>^s\n- 

J^es conditions (6) et (7) sont les seules à remplir; car lorsqu'elles 
sont vérifiées, les angles sont compris entre 0° et 180° et les valeurs 
de a. II, c sont positives, ce qui sufiit comme nous le savons (n" 154). 

En résumé, pour que le problème soit possible, 11 faut que 
l'on ait : 

psin^<7i<p, 

et cela suffit. 
Rehaeque. — La relation (4) 
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est facile à élablir directement par des considératioDS géométriques. 

H suffit, en effet, d'évaluer l'angle DAH [fig. 44) et de montrer que 

cet angle est égal à — ^ — ■ On a, alors, dans le triangli! rectangle 

DAH, 

'(-:peos(DAH) = [lcos— ^ 

167. Problème. — Rfisoudre un iriangie co7uiaissant les trois 
hauteurs. 

Soient h, h', h" les trois hauteurs relatives, respectivement, aux 
côtés «, h, c. On a, de suite, en égalant les trois valeurs de la 
surface : 



(h) [h-J \h") 



A cause de la proportionnalité des sinus aux eûtes, on en conclut 
sinA Sinlï sinC 



Les relations (2) prouvent, alors, que A, B, G sont les angles d'un 
triangle dont les côtés sont a, p, •;■ 
Si donc l'on pose : 



2,., = a + <f + -! 



-V^ 



il suffira d'appliquer les formules [62j du quatrième cas classique et 
on aura : 

(3) •s:^^L, .,«-_^, ig^^^L. 
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Conoaissanl les angles, il serait faciic d'avoir les côtés; mais on 
peut oblenii- aussi les cùlés au moyen des données. 
Ou a, en effet, 



en exprimant de deux manières diffirenles la surfaca du ti-iaogle 
auxiliaire. D'autre part, 



on en Ui-e : 



Ou a rlonc, pour déterrainev les crttés, les formules simples : 

'" ■-^- '-4 '-i^ 

Dùcmsioii. — Pour que le problème soit possible, ii faut eL iisullit 
qu'on puisse avec les trois données ce, p, y résoudre le quatrième cas 
classique ; il faut donc et il suffit que la plus grande des quantités 
a, p, Y soit plus petite que la somme des deux autres. Ceci revient à 
dire qu'il faut et qu'il suffit que l'inverse de la plus petite hauteur 
soit plus petit que la somme des inverses des deux autres hauteurs. 

II faut remarquer que les formules (3) et (^i) ne sont calculables 
par logarithmes que si on suppose qu'on a calculé directement les 
inverses a, fl. y des trois hauteurs et, par suite, <o. 

168. Remarques générales. — La résolution d'un triangle, 
comme nous l'avons expliqué (n" 164), conduit toujours à résoudre 
un système d'équations ii3, 4, -9, ou 6 inconnues, suivant le nombre 
des éléments inconnus. On ne peut, évidemment, pas donner de 
règle générale pour résoiidre de pareils systèmes; mais on peut 
donner quelques conseils qui auront souvent leur utilité. 

D'abord, il sera, en général, préférable de calculer les angles 
inconnus en premier. Les angles étant connus, les côtés s'en 
déduisent aisément. 

Cette façon de procéder conduira, généralement, à des formules 
d'un maniement plus commode et plus faciles à discuter. 

Lorsque deux inconnues entreront symétriquement dans les 
équations on aura avantage, d'ordinaire, à chercher leur somme et 
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leur différence plutôt qu'à chercher ces quantités elles-mêmes par 
des formules directes. Ainsi, si les deux angles inconnus B et C 
entrent symétriquement, et que A est connu, on connaît B + C, on 
cherchera donc à trouver B — C. 

Si, sur les trois angles, deux d'entre eux, B et C, entrent symé- 
triquement et que le troisième A joue un rôle spécial, il y aura, en 
général, avantage à calculer d'abord A. Il ne restera plus qu'à 
trouver B — C, 

Le lecteur se rendra compte aisément que, dans toutes les 
questions que nous avons traitées jusqu'ici, ces préceptes ont été 
appliqués avec fruit. 

Illustrons encore ceci par des exemples : 



169. Exemple I. — Résoiich-e un triangle connaissant Ig côlê a 
et ta sommes des deux atUres côtés. 

D'après ce qae nous avons dit, nous devons, ici, calcule: 
B — G. Or, nousavonsvu (n" 138, l'oruiule (4)), que 



rarujh 



- = yO" — Ç 



donne It et C. 

De nn^'ino, 6 et c entrant symétriquement, comme nous coimaissoiis 
h + e, 

nouscaictderotis b — c. I.a formule (-i) du n" tlJS (llem. III) nous donue, de 
suite, 

. B — G 



qui fonruit b — c lorS(-[u'ou a calculé 
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l.e problème est ainsi résolu par des formules calculables par loga- 
rithmes. 

La discussion se fait sans difricullé. 

i70. EXEMPLE I(. — Résoudre un triangle connaissant un côté a, la somme s 
des deux autres côtés et la hauteur h relative au côté donné a. 

D'après les conseils précédents, on devra d"abord calculer les angles et, 
comme A joue un rôle spécial, commencer par le calcul de A. 

On a, d'api'ès les formules du quatrième cas classique (n* i60), 

r et p sont faciles à calcidei'. On a, en cffeE, 
9p — iï -[■ s 
el, en ijvaliianl de deux manières di lier en tes la surface du Iriaii^le, 



— jUl 

'' ~ tf -h s 



On a doue, de giiilc, A : 



2. a h 

-(s + «)(s-a)' 



dès qu'on a calculé A on est ramené au cas de l'exemple précédent et hi 
X'solulioii so termine par l'emploi des form.nlcs successives : 



_ li — C _ 

H -i-C 



lacer la dernière par celle- 
- 2 it /t s B — C 



1 calcul logaritlimiqne de moi 
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II suffit, pour se rendre compte de l'utilité de nos remarques, 
d'essayer de traiter les exemples qui précèdent, en dirigeant les 
calculs d'une autre manîôi'e, 

EXERCICES 

60. Démontrer direciement les formulus d» n° 153 : 



11 — C 



Pour cela, en supposant b plus grand que e, on prendra sur le cité A G et sur 
son prolongement deuï longueurs AD, AE égales î c; D tombant entre A et G el 
E sur le prolongement de A G au delà de A, on aura : 

CD — 6 — c, CE = 6 + c. 

Dans les deux triangles B CD etBCE, on évaluei-a les angles opposés aux côits 
B C = a, CD et G E et il suffira d'écrire la proportionnalité enlie les sinus et les 
angles opposés pour obtenir les relations cherchées. 

6!. Désignons, comme d'habitude, par S la surface du triangle ABC, par R le 
rayon lîu cercle circonorit et r, Va, 'ï, l'r, les rayons du cercle inscrit et des cercles 
exinscrils ; prouver les égalités suivantes, où 3;u désigne le périmÈire ; 



-^v/. 



2 ' 



)sC — 4R siLiAsùiB ï.inC; 
= P'gV 'S y"' ^ -'■ = P 



li\pr = abc\ 

i = i + i + i, 

lll = ..„+r, +,-,-.■. 
62. Résoudre un triangle Uoscile, connaissant ; 
l' la hauteur h relative ù la base et le périmètre 9j) ; 
2° l'angle au sommet A et la surface -s"l^'; 

3° la base a et la surface ~ K'. 
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lŒSOLUTION DES TRIANGLES QUELCONQUES. 
63. Itiêsoudre un triangle quelconque, < 



3" o, A et la surface — IC ; 

e a, le périmùlre 2p et la surface — K' ; 

5" A, et les deux sommes a+ b ^m, a+ e =^ l; 

&' A, la médiane m et la hauieur A relative au côté opposé ; 

7' A, la hauteur h relative au côté opposé à cet angle el la diiTéreiiei! d des do j^ 
autres hauteurs ; 

8° A, et les hauteurs h' h" relatives aus côtés qui comprennent cet angle ; 

9° a. A, et la médiane m relative au tûté a ; 

lO* a, A, et la bissectrice p de l'angle A ; 

11° a, la hauteur h relative au côté a et [a bissectrice 3 de l'angle opposé A ; 

12° a, A et une hauteur A' nou relalïve au côté a; 

la* A, la i-a^on R i3u cercla circonscrit et la périmera 3 p ; 

li° A et sachant que le volume engendré par le triangle tournant autour de a es; 
moyen géomélriijue entre les deux volumes engendres ]i\).r le triangle lorsqu'i 
tourne, successivement, autour des deux autres côtés ; 

15" les rayons des trois cercles exinscrits ; 

16° a, A et le rayon i- du cercle inscrit ; 

17' n, la surface -:- K', et le rayon H du cercle circonscrit ; 

1S° ia somme 2 i de deux côtés ; la hauteur h relative au troisième côté et h 



on [l du rayon 
19- a, A et le 
■SO-û, Aellai 


produit fte — H 
somme A' + e» 


"=-.; 








21" 


B, C et la f 


iomme des inve. 


pses des 


troii 


s haute ui 


■s i ; 


23» 


l'angle A, 


lesvayonsKet 


r du CCI 




Dirconso. 


■it et du 



li — A 1 4- !i c 
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CHAPITRE IV 



APPLICATIONS DIVERSES 



171. Qaatirilatère convexe. — Soit ABCD {fiij. 45) un quadri- 
latère convexe quelconque. 

Désignons par A, B, C, D les angles, mesures en degrés, et par 
fl, b, c, d les longueurs des côtés, 

<i = AB, è = BC, c — Cl^, rf^ DA. 

Les quatre angles sont, comme on sait ('), liés par la relation 

(1) A-|-ï} + C + D-i:360^ 

Kn général, un quadrilatère convexe est déterminé dès qu'on se 
donne cinq des huit éléments «, ô, c, d; A, B, C, D, dont au moins 
deux Cotés. Ainsi, un quadrilatère 
convexe est déterminé lorsqu'on 
connaît trois eûtes consécutifs et les 
deux angles qu'Us comprennent; et 
ainsi de suite. 

On pourra, toujours, au moyen 
des formules de résolution des 
triangles, calculer les éléments in- 
connus. On tracera, pour cela, les 
deux diagonales 

3;=AC, y = BD 

qui décomposent le quadrilatère en triangles. 

En introduisant les diagonales a; et y comme inconnues auxiliaires, 
on sera ramené à résoudre des triangles. 

Supposons, par exemple, qu'on connaisse les quatre côlès a, b, C, d 
el l'angle A. 
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On prend comme inconnue auxiliaire la diagonale 

1° On résoudra le triangle A BD dont on connaît doux côlés a et d 
et l'angle compris A (deuxième cas classique). On calculera ainsi y 
et les angles ABD et ADB. 

2" Connaissant y, on sera ramené à résoudre Je triangle BDC dont 
on connaît, alors, les trois côtés 5, c, y. On calculera ainsi l'angle C 
et les deux angles DBC et CDB (quatrième cas). 

Les trois angles inconnus seront donc, alors, calculés, puisque 
Ton connaît C et que 

B = ABD + DBC, 

D = ÏdÊ -|- BDC. 

On agirait de même dans d'autres cas. 

Lorsqu'au lieu de se donner des éléments du quadrilatère on se 
donne certaines quantités liées au quadrilatère ou certaines condi- 
tions restrictives, ces données fourniront des égalités spéciales qu'il 
faudra joindre ans précédentes pour effectuer la résolution. 

En voici des exemples : 

1° Si on astreint le quadrilatère à être circonscrlptible à un cercle, 
on aura la condition 



: -[- c --: /; + d. 



2° Si on astreint le quadrilatère 
laircs, on aura la condition ; 



3° Si le quadrilatère est inscriplihU dans un cercle, la relation (l), 
entre les angles, se décompose en deux et on a : 

A + C = 180", B + D = 180"; 

ce qui e.\prime que les angles opposés sont supplémentaires. 

Dans chacun de ces trois cas, le quadrilatère sera parfaitement 
déterminé dès qu'on se donne seulement quatre éléments, pourvu 
que ces quatre éléments soient indépendants. 

Ainsi, par exemple, un quadrilatère inscriptibie est déterminé 
lorsqu'on en connaît les quatre côtés. Nous allons, comme exercice, 
traiter ce problème qui est d'aUleurs classique. 
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172. Problème. — Rifsotidre un quadrilalère convexe, ûiscripliblr, 
dont on cannait les quatre côliis. 

Les inconnues sont donc, ici, les quatre angles qui sont déjà IJÉs 
par les deux relations 

(1) A + C = ■18Û^ B + D = 180". 

Pour calculer A, et par suite G, égalons les deux valeurs du carré 
de là diagonale y — BD {fig. 45) considérées comme appartenant, 
successivement, aux deux triangles ABD et BCD. On a : 



(i) 






f~a^J- d' — 


îoicc 


«A, 






[■^) 






f=b^^c^^ 


■2 6tcosC. 






Lésa 


ngles 


, A et C 


étant sopplùme 
cosC — - 


otaires 
-cos A 


, on a 






„ par , 


snite. 


, en égal 


ant (1) et (2), 














*^ + #- 


-2 ad cos A — 


l,' + c' 


+ 26, 


^cos 


A. 


On tire de là, 


















COB A -'■■ + '' 


:•-!,•- 


1^. 







■2{ad + (>c] 

Cette valeur de cos A n'étant pas calculable par logarithmes, nous 
calculerons, comme dans le quatrième cas classique de résolution 
des triangles (n" 161}), les ligues de l'angle moitié. On a : 

_2 a d + tè c + a^ -{- d^ — b^ — c^ 



^1+C0SA=:- 



^(ad + bc) 



Ceci s'écrit : 

(a + di' — (li — c)' _ (a + d + b — c)(a + il — i + c 



2cûs^ - = 
2 



2 (a i + S c) 2 (<i (( + 6 1) 

(l, + e)--{„-~dr- _ (i + c + <,~d ) (t + c-c + ii 
2(a<i + 4t) - 21(iti + 6t) 



Posons, comme dans le cas du triangle, 
2p^a-\-b + c + d 



yGoosle 



ArPl.lCATION'S LHVEBSES. 



2 (p — i) = û + c 4- eî — i-, 
2(p — d) = a + b-^C'-d. 



On en conclut 



Ces formules no sont pas encore calculables par logiii 
les divisant, on obtient, enfin, 

(4) tg^-lA'-i^l'j^^iî 



qui est calculaliile par 
Connaissant A, on i 


' logavithraes, 
iC : 








C = 1^-0" 


-A. 


On tfouvcrait, 


de E 


iiêmc. 




(S) 


'»2 V(p- 


■a^ip — Zi) 
-c)(p-i) 


qui, avec 












D = l-O- 


~B, 



donne les angles B et D. 

La surface S du quadrilatère est facile b. calculer. Cette surface 
est, en effet, la somme des surfaces des triangles ABD et BGD. Donc : 
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.Bi.A^2si..^cos^=.2V/ "'-""''-/i"'-""'-"' . 
2 2V [ad ~\- ocf 

sin A = 2 



'Jip — a) {p ~ b){p~ c ) {p — d) ^ 
ad -(- bc ' 



par suile, 

(6) S = vO'-o) (!)-*)())-«) (p-<i)- 

Les formules (4), (a), (6) auxquelles nous parvenons sont tout à 
fait analogues à celles des triangles, qu'on retrouve, d'ailleurs, en 
faisant d^O. 

Discussion. — Pour que les valeurs (4) et (u)de tg-^ et tg- existent 
il faut que le produit 

[p-o){.p~h){p~c){p-d) 
soU positif; c'est-à-dire que le produit 

(S + c + d_„)(„ + t + rf_(,)(„ + 6+<i_c)(„ + (, + t--i) 

soit positif, Or, si a est le plus grand des quatre c6lés, les trois der- 
niers facteurs sont évidemment positifs ; il suffit donc que l'on ait : 

/;.l_c + d — ft>Û 
ou 

Pour que le problème soit possible il faut donc et il suffit que le 
plus grand des quatre cotés soit plus petit que la somme des trois 
autres. 

Cafcw/rfesdmi/oiafes.^ Dès qu'on connaît l'angle A, la formule (1) 
donne la diagonale y. Or, on a 

a^^d' — b-'-e 
cos A — — Ki—r-r-rT~ - 

on en conclut : 



[ad + 6c) 
^ _ jn^ -[- d') bc + ad jb' + c 
ad -\~ bc 
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Ou a donc 

On Irouvci'ait, ûc 



.W^ 



(«i + • 


:d] la: 


! + M) 




.d + l 




/(<■' + 


ed){, 


ic + M; 



ai + te 



EiimuUipliant leségalités(7)et (8) membre à membre, on relrouve 
le théorème de Plolémée (') 

x'j ---- ab -\- cd, 

dans un qaadrilaiire convexe, iu&criplible, le produit des diagonales 
est égal à la somme des produits des côtés opposés. 

De même, en divisant membre k membre ces deux égalités, on a : 

X ad -\- bc ^ 

y~ ac-\-t>d' 

ce qui est une autre propriété connue (') : 

Dam un quadrilatère convexe, inscriptible, le rapport des deux- 
diagonales est égal au quotient des sommes des produils des côtés 
aboutissant respectivement à leurs extrémités. 

Calcul du rayon du cercle circonscrit. — Soit R. le rayon du cercle 
circonscrit au quadrilatère. Ce cercle étant circonscrit su tvianglc 
ABD, ou a (n" 149) : 
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lîcmpUiçoiis y, sin - et cos - par leurs valeurs fournies par los 
Tormutes (3) et (7) et il \iefll, toutes simplificatious faites, 
1 . / job + cd) [ac -\- bd) {ad + b7 ) 



ce qui peut s'écrire : 



àab + cd) {ac + bd) {ad + bc) 
4S 



173. Mesures de liaDtciii-s. — Problème. — Mesurer ta 
hauteur d'une tour dont le pied est accessible. 

Soit AB la hauteur d'une lour verticale [fig. 46) dont le pied A 
est accessible. Pour mesuroi- la hauteur AB, ou se place en h une 









\ 

\ 


r- ; 


\^ 






L,___J 







certaine distance de la tour. Du point on vise d'abord un point C, 
du bas de la tour, situé sur une horizontale passant par 0, On vise, 
ensuite, le point B, du sommet de la tour, situé sur la verticale 
de C. On mesure, ainsi, l'angle BOC ^= a. On mesure, de même, sur 
le terrain, la distance OC :^ cf ou la distance égale A.0'. 
Dans le triangle rectangle BOG on a, alors, 

BG==OCsinBO& = rfsîna; 
la hauteur de la tour s'obtient en ajoutant h BC, que l'on 



y Google 



.APPLICATIONS DIVERSES. ^il 

vienl de calculer, la liauteur AG mesurée directement, au pied do 
la tour. 

174. Problème. — Mesurer la haulew d'une montagne ou d'une 
tour dont le pied est inaccessible . 

Soit A le point culminant de la montagne et P le plan horiionlal 
h partir duquel on compte les liaiileurs. Soit AH la perpendiculaire 
[fig. 47) abaissée de A sur le plan P. Il s'agit de mesurer AU, H étant 
inaccessible. A cet (ïfFei, on se placera en deux stations B et C, 
accessibies sur le terrain [peu importe que !a droite BC soit hori- 
zontale ounon). On mesurera, d'abord, la distance rectiligneBC=^ a. 
Pais, du point C, en visant, successivement, les points A et B, on 
mesurera l'angle C du triangle ABC, De même, en visant, du poinl B, 




les points A et C, on mesurera l'angle B. Ces mesures faites, on 
connaîtra dans le triangle ABC le côté « et les deux angles adjacents 
B et C ; on pourra donc calculer le cfité AB et on aura : 



sin(B + C)' 



Ceci fait, on mesurera l'angle ÀBO = a. que la droite AB fait avec 
l'horizontale AO située dans le plan vertical HAB en visant, du point 
B, le point A, puis mesurant l'angle de cette direction avec l'horizon- 
tale. Dans le triangle rectangle AOB on connaît l'hypoténuse et 
l'angle aigu a; on peut donc calculer AO. 



AO = AB s 
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Pour avoir la hauteur AH, il suffira d'ajouler à AO la distance OH 
ou la distance égale BB' = /;, que l'on mesurera en la station B. On 
a donc, finalement, 

175. Levers de plans. — Lever le plan d'une portion de terraidi 
plane, ou sensiblement plane, c'est construire sur une feuille de 
papier une figure semblable il la figure formée par les points 
importants du terrain. Lorsque le rapport de similitude de la figure 
tracée sur le papier (ce qu'on appelle le plan) à la figure réelle du 

1 1 

terrain est -, le plan est dit à l'éckeUe de -. 

Pour lever un plan, on suit, d'ordinaire, la marche générale sui- 
vante. On choisit, sur le terrain, un certain nombre de points prin- 
cipaux et on imagine que ces points soient reliés par des lignes 
droites. On décompose ainsi le terrain en un certain nombre de 
triangles. 

Le choix des points doit éire fait de telle façon que, dans chacun 
des triangles, deux quelconques des sommets soient visibles pour un 
observateur placé au troisième sommet; et que les trois sommets 
soient visibles de tout point intérieur au triangle. 

On commence, alors, par déterminer tous les éléments de tous 
ces triangles : c'est ce qu'on appelle faire la triangulation. Pour 
pouvoir effectuer cette triangulation, il faut savoir faire, sur le 
terrain, les mesures suivantes : 

1" Mesurer la distance reetiligne de deux points accessibles l'un à 
l'autre, c'est-à-dire tels qu'on puisse se rendre directement de l'un à 
l'autre. Cette mesure est du ressort de l'arpentage et se fait, ordi- 
nairement, avec la chaîne d'arpenteur. 

2" Mesurer l'angle formé par deux droites AB et AC du terrain 
(les points B et G étant visibles du point A\ Celte mesure se fait, 
d'ordinaire, avec un appareil appelé le graphomèire, en visant, 
successivement, du point A, les deux points B et C, 

La description de ces appareils de mesure et leur usage ne rentre 
pas dans notre cadre; nous renvoyons, sur ce sujet, le lecteur aux 
traités spéciaux d'arp'entage, de planimétrie ou de topographie ('). 
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Il nous suffira de retenir que ces deux mesures sonl possibles ; peu 
nous importera le procédé employé pour les effectuer. 

Si tous les sommets des triangles font' .;neiilaux étaient deux à 
deux accessibles, il suffirait de mesurer directement sur !e terrain 
tous les éléments de ces triangles. En fait, les mesures directes des 
longueurs des cotés des triangles ne sont pas toujours possibles, soit 
parce que deux sommets sont séparés par un obstacle infranchis- 
sable, soit parce que les opérations seraient trop longues ou trop 
difficiles. Nous sommes doue, ainsi, conduits à traiter deux problèmes 
préliminaires : 

Trouver la distance d'unjjoint accessible à un point inaccessible. 

Ti'oiiver la distance de deux ^joints inaccessibles. 

Ces deux problèmes nous conduiront, alors, à la triangulation. 

La triangulation effectuée, il nous restera à tracer, sur la carte, 
les positions des divers points importants situés à l'intérieur dos 
triangles fondamentaux. Cette question sera résolue dans le 
problème dit de la carte. 

Nous allons examiner ces diverses questions dans l'ordre où elles 
se sont présentées. 

176. Problème. — Trouver la distance d'un point accessible à un 
autre point inaccensible. 

Soit A un point acces- 
sible et B un point inacces- 
sible {fig. 48), c'est-à-dire 
un point tel qu'on ne puisse 
aller en ligne droite de A 
en B sur le terrain. Nous 
pouvons, par exemple, sup- 
poser A séparé de B par un 
cours d'eau. Pour mesurer 
la distance AB, nous choi- 
sirons, sur le terrain acces- 
sible, un second point C et 
nous mesurerons directe- 
ment la distance AC. Puis, par des visées, nous mesurerons les 
deux angles A et C du triangle ABC; nous connaîtrons ainsi, dans 
ce triangle, le côté b et les deux angles adjacents. H nous est donc 
facile de calculer le cùlé AB et nous a 




b sin C 

"sin(A-f C)' 



yGoosle 



eiO LEÇOMS m TlilGÛ.NOMETlllt:. 

177. Problème. — Trouver la dislance de dnux points inaccessibles. 

Soient A et B (jig. 49) deux points inaccessibles; par exemple, 
deux points sÉparés du terrain accessible à Tobservateur par un 
cours d'eau. On choisira, alors, deux points C et D sur le terrain 
accessible et on mesurera, d'abord, directement, la distance 
CD ^= a. Imaginons qu'on ait joint les quatre points A, B, C, D deux 
à deux. Par des visées, faik's en C et D, on mesurera les quatre 



ACB 


= a,ACO = |î; 


adS 


:^S, BD^=Y. 


Danslesdeux triangles ADC 
et lîDC on connaît, alors, le 
côlé DC = a et les angles 
adja.cents ; on pourra donc 
calculer les deux longueurs 
ACet BC. On aura: 




«sin[y + 5) 


" 


m(P + r + s)' 


R r - 


«sin-^ 



AC et 
cotés et 



■ ■ "sinla + ri + v) 

BG étant connus, on connaît dans le triangle ABC deux 
l'angle compris h; on pourra donc calculer le troisième 
coté AB en appliquant les formules 
O du deuxième cas classique (n" 1S8). 

178, Triangulation. — Etant donné 
un terrain dont on veut lever le plan, 
supposons qu'on ait choisi, sur ce 
terrain, un certain nombre de points 
jirincipaux A, B, C, D, E, F, G [flfj. 50). 
Nous aurons ainsi décomposé la sur- 
face en un certain nombre de triangles 
ABC, BCD, ACE, etc., dont il s'agit de 
déterminer les éléments. 
Pour cela, on choisit une base d'opé- 
-„ bo. valioii, c'est-à-dire qu'on prend deux 

des points A, B, accessibles entre eux, 
une étciuluc aussi plane que possible, et on mesure, 
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aussi exactement que possible, la distance AB. Ce sera là la seule 
mesure de longueur qu'on effectuera, directement, sur le terrain; 
aussi y apportera- t-on le plus grand soin. 

On se transportera, ensuite, successivement, aux points A., B, G, 
U, etc., et on mesurera tous les angles des divers triangles. Ces 
mesures seront possibles puisque, par hypothèse (n° 17b), on a choisi 
les points A, B, C, D, etc., de telte façon que, de chaque sommet 
d'un triangle, les deux autres sommets soient visibles. 

La triangulation se fait, alors, sans difflculté. Dans le premier 
triangle ABC on connaît le cûté AB (base de l'opération) et les 
angles, on pourra donc calculer les deux eûtes AG et BC. 

Connaissant BC, on connaîtra dans le triangle BCDun coté et les 
angles ; on pourra donc calculer les longueurs B D et CD. Connais- 
sant CD, le triangle CDF sera déterminé; et ainsi de suite. On 
calculera ainsi, de proche en proche, les éléments de tous les 
triangles. 

Au cours de l'opération il pourra y avoir des vérifications. Ainsi, 
on pourra calculer le triangle EC F, soit en passant par la suite ABC, 
AEC, soit en passant par la suite de triangles ABC, BCD, DGF. 
l-es résultats devront être identiques dans les deux cas. 

Lorsque le calcul est terminé, on fait une dernière vérification. 
Pour cela, on mesure, directement, sur le terrain, une des longueurs 
calculées, plus particulièrement la dernière, G F, par exemple. U 
devra y avoir concordance entre le calcul et la mesure. 

Remarque. — Au premier abord, tous les calculs précédents 
peuvent paraître inutiles pour faire le levé du plan. La connais- 
sance des angles des divers triangles suffit, en effet, pour qu'on 
puisse construire, avec la règle et le compas, tous ces triangles ; mais 
la construction que l'on ferait ainsi manquerait de précision. 

Pour construire des angles il faut, en effet, se servir du rapporteur 
qui, quelque grand qu'il soit, donne toujours des erreurs notables 
sur les angles. Au contraire, on peut construire une échelle des 
longueurs sur le papier avec une très grande précision; et, particu- 
lièrement, si l'on emploie les échelles dites obliques, on peut, avec 
une très grande exactitude, reporter sur le papier des longueurs 
données ou décrire des cercles de rayons donnés. C'est pour cette 
raison que le calcul des longueurs des côtés s'impose. 

179. Problème de la carte. — Lorsque la triangulation est faite et 
qu'on a reproduit, sur le papier, à l'échelle adoptée, des triangles 
semblables aux triangles fondamentaux, il reste à placer, sur le plan, 
les autres points du terrain. 
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Soit, alors, M {fig. SI) nn point du terrain situé à Tintépieur du 
triangle ABC. D'après la manière dont les sommets des triangles 
fondamentaux ont été choisis (n" 17o), les trois points A, B, C sont 
visibles du point M et on pourra, par trois visées effectuées au point 
M, mesurer les deux angles AMB et AMC. Le problème qui se pose 
donc (et c'est là ce qu'on appelle le problème de la earle) est le 
suivant : 

Étant donnés trois points A, B, C, repérés sur la carte, trouoer la 
position d'un lieïi M, sur la carte, sachant que, du point M, on voit les 
deux portions de droites A B el A C sovs des angles y et fl. 

On a, de suite, une solution géométrique de la question. Il siiffit, 

en effet (fîfj. 5i), de décrire sur AB un segment capable de l'angle y 

et sur AC un segment capable de 

l'angle p; ces deux arcs de cercle 

HO couperont, outre au point A, 

au point M cherclié. Le problème 

admet toujours une solution à 

moins que les deux arcs de cercle 

ne soient confondus; dans ce cas, 

le point M serait indéterminé sur 

le cercle circonscrit au triangleÂBC. 

'a Dans la pratique, ceci ne peut pas 

se présenter puisque le point M 

que l'on cherche est situé à l'intérieur du triangle ABC. 

Cette solution graphique est insuffisante. La construction d'un 
segment de cercle capable d'un angle donné exige, en effet ('), des 
constructions d'angles et, comme nous l'avons dit plus haut, ces 
tracés manquent de précision. Le point M sera donc bien mieux 
déterminé si on calcule les trois longueurs MA, MB, MC; car ii sera 
alors h l'intersection des trois cercles décrits de A, B, C comme 
centres et ayant ces longueurs pour rayons. 

Les éléments du triangle ABC étant parraitemenl connus, on 
connaît l'angle A et les côtés AB — e, AC^/-. Pour pouvoir cal- 
culer les trois longueurs MA, MB, MC, il suffira de connaître les 
deux angles 

car on connaîtra, alors, dans chacun des triangles A B M et A C M, les 
trois angles et un côté. 
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Nous sommes donc ramenés, en dernière analyse, h calcviler les 
deus angles x- et y. 

En exprimant que la somme des angles des dons triangles .\B M 
et ACM vaut 360°, on a la première relation : 

(1) 3; + y + p + -f + A = 3G0^ 

D'autre part, en exprimant, dans ces deux triangles, la propor- 
tionnalité des siuns des angles aux côtds opposés, on a ; 

sin3:^_sin Y 

smj/_sin_p 

A M b 

On en conclut, en divisant membre à membre, 



Nous sommes ainsi ramenés, pour calculer x et y, à résoudre un 
système (1), (2) de forme connue {n" 134}. Des équalions (I) et (2) 
on tire, comme nous l'avons montré : 



èsin Y — csin s ^ + ,'/ 
"isiny + csinlî ^ 2 



2*(^ 



Les formules {'i) et (4) donneront donc ■ - ' - ' - 

tirera x et y. 
Pour que le problème soit possible, il faut que 
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Uf-marqite. — Si Ton avait 

c siii^=^ 6 sin^ 



Ja valeur trouvée pour tg^ — — ^ serait, en général, iuilélermiiuje. 
Le premier facteur 

c sin fl ^ 6 sin ■; 

c sin p -J- '' sin y 

serait, en effet, nul. Le second tg(^ — T \ serait inliniment 

grand. Car la condition (5) exprime que les rayons des cercles 
circonscrits aux triangles A.BM et ACM sont égaux et, par suite, 
elle exprime que le point M est sur le cercle circonscrit au triangle 
ABC. On aurait, alors, 

p + Y + A = 18U", 

â+l+^ = 90.; 

la tangente de l'angle serait infiniment grande. 

Le point H serait bien, dans ce cas, indélerminé sur le cercle 
circonscrit au triangle ABC. 

Comme nous l'avons déjà dit, cette CKceplion ne peut pas se 
présenter dans la pratique. 

En fait, le problème a toujours une solution et une seule. 

EXERCICES 



67. Résoudre un quadrilatère inncriplibte & 

1° a, d. A, et sachant que l'angle B est Jroil ; 

2» a, *, c et l'angle B ; 

3' Les angles, le périmètre 9^, et sacliant qu'il est, en met 

4° Le périmètre, le produit des diagonales, et sachant qu'il e 
cercle de rayon donné !■ ; 
5° Trois côtés et l'angle que font les deux diagonales ; 
C° Les distances ilu centre du cercle circonscrit nus quatre i 
T Deux côtés opposés et les diagonales. 
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68. Résoudre un l'-apè:e connaissant : 

1" Un angle, la surfitce, et sachant qu'il est inscrit dans un cercle île rayon donniS H ; 

3* Les diagonales et les ongles; 

3° Les iliagonaies, la base et la surface. 

69. Hésoudre im quadrilatère quelconque, connaissant : 
1° Trois câtés et les angles adjacents au quatrième ; 

2' Les eûtes et la surface ; 
3° Les angles et les diagonales. 

70. Un observateur voit, du haut d'une colline, deux bornes kilométriques, consc- 
outives, d'une route horizontale sous des angles de dépression de iJ" et tO". Quelle 
est la hauteur de la colline? — On admettra que la roule et l'observateur sont 
silués dans un même plan \evlical. 

71. Une tour ïeriicale est surmontée d'une flèche. Un observateur plaoù à une 
distance d du pied de la tour, lîans le plan horizontal qui passe par ce pied, a vu 
la tour sous un angle « et la flèche sous l'angle ^. Quelle est la liouteur de Ui 
flècheï 

72. Uue Irtur de hauteur a est surmontée d'une flèche de hauteur b. A quelle 
distance du pied de la tour, un observateur doil-il se placer, dans le plan horizontal 
qui passe par ce pied, pour qu'il voie la flèche sous te plus grand angle possible? 

73. Après avoir trouvé 4" pour la hauteur angulaire d'une tour, nn observateur 
s'avance d'un kilomètre vers la tour ; il trouve alors 5° pour In nouvelle hauteur 
angulaire. Quelle est la dislance qu'il lui reste à parcourir pour ai'river au pied de 

{École foreUi'ere.) 

74. Étant donné un demi-cercle décrit sur AB comme diamètre, déterminer 
l'angle que doit faire avec AB une corde issue de A pour que, lorsqu'on fait 
tourner la figure autour du diamètre, le volume engendré par le segment circulaii'e 
détaché par la corde, soit égal à la moitié du volume de la sphère engendrée par 
le demi- cercle. 

75. Démontrer que si a est l'angle des tangentes communes à deux cercles on a : 

(R + It')' sin a = 4 (R — R') v'ÏTÏFi 
R et R' étaut les rayons des deux cercles. 

76. Démontrer que, dans un parallélépipède circonscrit à une sphère, chacune des 
trois arêtes est proportionnelle au sinus de l'angle des deiii: autres. 

{ConcoiL-s générai.) 

77. On donne un cercle et un carré circonscrit ; trouver une relation entre les 
tangentes des angles sous lesquels les deux diagonales du carré sont vues d'un point 
de la circonférence. 

(Concours sénù-al.) 

78. Étant donné un triangle ABC, on demande de mener par le sommet C une 
droile CD telle que la somme des projections des cûlés AC et BC sur cette droite 
soil égale à une longueur donnée. — Discuter, 
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80, Un cône, dont l'angle au sommet est Si, 
rayon R, Calculer le rapport du volume du cûne compris entre la sphère et son 
sommet au volume de la sphère entière. 

81. On considère un tétraèdre régulier : 

1° Calculer l'angle dièdre formé par deuï faces; 

a* Calculer l'angle formé par une ûréte avec le plan île l'une des deux faces qui 
ne la contient pas. 

li parallélépipèilfi 
igle formé par les diagonales d'un cube. 
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CHAPITRE PREMIER 

REPRÉSENTATION TRIGONOMÉTRIQUE DES IMAGINAIRES 

180. RciiiNïiiiciitnt.loBi 8:éoinétrli|<ic d'une iinnsliiali-o (']. — 

Soit a-[- hi une quantilé complexe, daus lac|uelle i désigne l'unité complexe 
(elle que 

Traçons, dans un plan {}ig. 52), deux axes rectangulaires x'ùx et y'oy, les 
deux directions positives de ces aies étant ox et oy. Le sens positif des 
rotalions, dans le plan, sera le sens f dans leqnel il faut faire tourner la 
demi-droite ox pour l'amener à coïncider avec la demi-dioita oy on décri- 
vant un angle droit. Marquons, dans ce plan, le point M dont les coor- 
données (') sont a et 6, c'est-à-dire le point M tel que les projections 
orthogonales ÔP et ÔQ du vecteur (OM) sur les ases soient égales à a et i : 

ÔT' = « , OQ = b. 

Le point H est dit le point représentalif de l'imaginaire a -\- bi et, récipro- 
quement, la quantité a -\- bi est dite Vaffixe du point M. A toute quantilâ 
complexe correspond, ainsi, un point du plan et, réciproquement, à tout 
point du plan correspond une quantité complexe. 

Cette représentation donne lieu aux remarques préliminaires suivantes : 

i' Une qnanlilé Helle est représentée pur un point de l'axe ox. Car, lorsque 6 
est nul, le point M est suroa;. C'est pour cela que ox est appelé souvent 
l'niee des qiianlMs réelles. 

^•' Une quantité imaginaire pure, de la fojine b\, est représetitêe par un point 
de oy. Car, lorsque a est nul, M est sur ai/. Pour celte raison, otj est souvent 
nommé Vaœe imaginaire. 
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3" Deuj) quantités égales et de signes contraires sorti représentées par deux 
points symétriques par rapport à o. Car deux points M et Mj {fig. S2) symé- 
triques par rapport à out des coordonnées respectivement égales et de 
signes contraires. 

4° Deux quantités imaginaires conjiigtiécs sont représentées par deux points 
symétriques par rapport à ox. Car deux points symÈlriques par rapport 
« oœ, il et M', ont même abscisse a et des ordonnées i et — 6 égales et 
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do signes contraires. Leurs affise 
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181. Module. — Rappelons la définition du module d'une imaginaire : 
Le module de l'imaginaire a-\-hi est \/«^ + t^, le radical ayant sa siKniltca- 
lioLi arithmétique. Le module est une quantité essentiellement réelle et 
positive. 

Théorème. — Bans la représentation géométrique, le module d'une imagi- 
naire est la distance de son point représentatif à l'origine des coordonnées. 

Soit, en effet, M {^g. S3) le point dont a -\- bi est l'allise. On a évidem- 



0M = v/(i2+ 6^= \a + bi\ . 
lotatlon I rt -L &( I représente le module de a-\- II). 
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182. Ai-SHineiit. — I,a représenta lion fjdométriqne des quanlilés 
complexes nous permel d'introduire nne notion nouvelle, celle de Var- 
g liment. 

Soit M le point (fig. 52) dont n-f Mest l'aflixe. On appelle argument de la 
quanU'té a + bi l'un des angles dont il faut f'iirc tourner la direction positive 
ox pour l'amener à coindder avec la direction du vecleiir (OM). En d'autres 
termes, l'argument est l'une des déterminations de l'angle ox,Om.. — U 
résulte, Jnimédiatemeiil, de cette définilion que l'argument n'est défini 
qu'à, un indltiple de Sn près (en prenant comme unité d'angle celui qui 
correspond k l'arc Égal au rayon). Si donc a est l'un des nrguments d'une 
quantité complexe, tous les autres sont congrus à a et sont donnés par la 
formule 

o. -\- Un, 

Ofi /( est un nombre enlier positif ou négatif. 
La définition précédente donne lieu aux remarques suivantes : 
1° Vargnment d'une quantité réelle et positive est congru à séro. Car l'un 
de ces arguments est l'angle de ox avec lui-mSnte. 

2° L'argument d'une quantité réelle et négative est congru à r. Car une quan- 
tité réelle et néj;ative est représentée par nn point de ox' et on a 



3° L'argument 'lune quantité de la foifnc bi est congru à -f- ~ ou à — 
suivant que h est positif ou négatif. Car, si b est positif, bi est l'affise d'à 
point de oy, et 

oœ,oy i:^ -]■- 5' 
Si 6 est négatif, bi est l'affixe d'un point de oy', et 



4° les arguments de deua! quaiUttés égales et de signes contraires différent 
d'un multiple impair de x. Car deux quantités égales et de signes contraires 
sont les afiixes de deux points M et Mi symétriques par rapport à o l^g. I>2), 
et on a évidemment {n°23) : 

oœ,m, — ox,m s: ûM,oM, =: t:. 

S° Les argumenU de deuco quantités conjuguées sont congrus et de signes 
contraires. Car deux quantités conjuguées sont représentées par doux 
points M et M' symétriques par rapport à ox; on a donc 
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1S3. F«i-uic tflg:onoiuéti'l(|iic <Ic« liiiaeiiinlrcs. 

Théorème. ~ Toute qmniUO complexe ]>eut Être mise soxis la forme 

(1) p (cos « -i- i sin a), 

F étant son module et a son argumcnl. 

RÊciiiroquement^ lorsqu'une quantité complexe a la forme (1), p i^tanl ii 
quantilé positive, son module est égal à p et son argwneiU est congru à i. 

Soit a -f bi une quantité complexe qui est {fig. Si) l'afllxe du point S 
p ôtant son module et a son argument, on a : 

P = oM, a :h: ox,oiS. 
Projetons îa vecteur (oM), orlliogonulement, sur ox et oij, nous aurons 





(2) « + M = 


P (cos a f i 


sin a). 






c: 


Becipro^iwmcnt, supposons qu 
it un nombre positif, on en cou 


e nous ayons 
iclut : 


l'égalité 


(2), 


, dan 




(3, Il 


] sHi a Z &'; 








(1 


'où, en faisant la sommo des Ci 

(4) 


irrés des deiis 


: membi 


■es. 






Comme p est une quanlitê po; 

? 


litive, ceci exi 


ge que 1 


on 


ait : 



le radical aj'ant son sens aritlimétiqne. 

Ceci posé, soit M !e point représentatif de a -\- bi, il l'ésulte de ce qii( 
nous venons de dire que 



On a, en pro.jelant (oM) s 



/ il = p cos (oa:,oM), 
U = p sin {ox/M). 
!nt des égalités (:i) et (o), on conclut : 
cos a = cos (oaijOM), 
sin » = sin (''^,M]. 
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Les deux angles a et i 



X -: ûa-,oM ; 



a est donc Lien rarguraent do a + W. 

— Lorsqu'une quantité complese a été mise sous la forme [i], on dit 
qu'elle est mise sous la forme Irigommêtrique. De la proposition précédente 
il résulte qu'il n'y a qu'une seule manière de mettre une quantité 
imaginaire sous forme frigonomé trique. 

184. Problème. — Mettre wte quanlili! imaginaire sous forme (fi'jono- 
m^lrique. — Gaktder son module et son argument. 

Soit a -t- &(la qiiantîlé donnde; p et a sou moilule el son argument. Ou 
devra avoir : 



On en tire, comme plus haut, 

{i) P = ^U^.\-bi; 

puis, ou a, pour calculer a, les Jeux égalités 

a . _ b 

Ces égalités sont compalibles ; elles déterminent a à uu umlliple de 2;: 
prés, car, comme nous l'avons vu, il n'y a qu'un seul angle a, compris 
entre et 2x, et vérifiant ces égalités. 

II faut remarquer qu'une seule des deux égalités (2) ue suffirait pas 
pour détermiuer a, car il y a deus séries d'arcs, incongrus, vendant l'une 
des deux égalités. Pratiquement, pour calculer a, ou calculera, par les 
tables, les deux angles a' et a" compris entre et ijz vérifiant l'une 
(les deux égalités(2); on choisira, ensuite, celui de ces deux angles qui 
vérifiera l'autre égalité (il y en aura un et un seul}. 

Remarque. — Des égalités (2) on conclut : 

(3) 1S.=^ 

Mais, réciproquement, tous les angles a vérifiant colle égalité ne sont 
pas des arguments de a + 6*. 

Exemples. — 1° Mettre sous forme trigonoinétriqiie une qiiantUi! réelle a; 
Ilyadeux cas: 

Si a > 0, ou a : 
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1° Mettre sous forme Irigonomélrlqite la qtiaiilUé i. 
.'orgument est ici -, le module 1, donc 



3° Mettre sous forme trigonomitrique la quantité i -|- i 
I.e module est ici \/'i, l'argument est donc f'aiigin s 



ces a = -^ , 



3 des dctorminations de 



'Hï—D- 



185. Somme. — Nous avons défini fu" 2) ce qu'où entend par résulta nie 
ou somme géométrique de deux segments. On peut définir, de la même 
façon, la différence géométrique. 

Étant donnés deux segments (OM) et [OM') (jîjj. S3), on m&ne, par le 
point M, on segment (MD) équipollent au segment (M'O) égal et de sens 
contraire au segment (OM'). [.e segment (OD) est ce qu'oQ appelle la diffé- 
rence géométrique des segments {OM) et (OM') et on écrit l'égalité géomé- 
trique ; 

(ODj = (OM) - (DM'). 

Celle appellation est d'ailleurs jusliliée par ce fait qne (OM) est la 
somme géométrique de (OD) et de (OM'), car la ligure ODMM' est, manifes- 
tement, un parallélogramme. 

On peut encore construire la différence géométrique (OD) de la façon 
suivante : on mène le segment (OU'i) équipoHont au segment (M'O) et on 
prend la diagonale (OD) du parallélogramme construit sur (OM) et (OM'i). 
Gela revient, en effet, 4 prendre la résullante des deux segments (OM) et 
(M'O) (voir n" 2). 

Remarquons, enfln, que le segment (M'M) est aussi la différence géomé- 
trique de (OM) et (OM'), car (M'M) est équîpoilent à (OD). Ou a ainsi «ne 
égalité analogue à l'égalité [4] du n°3 : 

(M'M) = (OM) — (OM'). 
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Théorème. — M et M' étant les points représentatifs de deux imaginaires, 

i' Le point représmtat'f S de leur somme s'obtient en faisant la somme géomé- 
trique (OS) des deux segments (OJI) et (OM') ; 

2° Le point représentatif D de leur différence s'obtient en faisant la diffé- 
rence géométrique (OD] des deux segments (OH) et (OM'j. 

Soient, en eiret, a + bi et a' + b'i deux quantités complexes, M et M' 
{fig. 53) les points représentatifs. 

Soient (05) la somme géométrique des deux sc'smonts (OJI) et (OM'), A et 
B les coordonnées de S. 



Si on projette sur un axe quelconque, ou a : 

proj, (OS) = proj. (0.\I) 4- pi-oj. (OM'j. 
Projetons, orthogonalement, sur o.v et oy, et nous auro 

A = fi -f a'. 

a = b + b-; 



\ + i\i ^ a + a' + i {b-\-b'). 
bien que S est le point reprtiscntatit' de In somni 



I do a 



Ceci pi-ou 
et a' + i¥. 
Prenons le point M'i symétrique de M' par rappocl i 0, et soit (OU) la 
' "■" ■ 'a différence géomé- 



somme géométrique de (OM) et (OM',). (OD) est a 
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trique (OM) — (OM'), Or, M', est, comme nous savons (n° 180), le point 
représentatif de — (a' + ib'). D est donc, d'après ce qui précède, le point 
représentatif de la somme de a + ib et de ■— (a' 4- ï&'), c'cst-à-dirc de 

a + ib ~ {a' + ib']. 

Remauque. — Il résulte de ce théorème que, pour faire la somme ou la 
différence de deux quantités complexes, on est ramené à faire !a somme ou 
la différence géométrique de deux segments. 

On peut encore remarquer que, le vecteur (M'M) étant équipollent au 
vecteur (OD), la distance M'M est le module de la différence des deux 
imaginaires, et l'angle M'iCj, M'M son argument, Wx^ étant parallèle à ox 
et de même sens. 

Corollaire. — M,, Mo, ... M,, étant ies points représentatifs de p imaginaires, 
le point représentatif S de leur somme s'obtient en faisant la somme géométrique 
(OS) des vecteurs (OM,), (OMs), ... (OM,,). 

Il suffit, pour établir celte proposition, d'appliquer p — i fois de suite 
îe lliéorème précédent. 

186. Théorème. — Le module de la somme ou de la di/férenee de deiia: 
quantités complexes est compris entre la somme et la différence des modules de 
ces deux quantités. 

Ce théorème a déjà été établi en algèbre ('). 11 découle presque immédia- 
tement des considérations géométriques qui précèdent. Soient, en effet, 
deux imaginaires qui sont les affixes de deux points M et M' {fig. 33). La 
somme des deux imaginaires est l'afflxe du point S tel que 

(OS) = (OM) + (OM'j. 

OS est donc le module de !a somme et, d'ailleurs, comme nous l'avons 
remarqué, MM' est le module de la différence des deux quantités. Dans les 
deus triangles OSM et OMM', on a : 

OM — MS < OS < OM + MS, 



OM -^ CM' < OS < OM + OM'; 



OM — OM' < MM' < OM + OM'. 

Ceci démoiUre la proposition énoncée, puisque les longueurs OM et 
sont les modules des'afftïes de M et M'. 

Remarque. — La démonstration précédente tombe en défaut lorsqui 
trois points M, M' et sont en iigne droite. 

(]) Voir.dQûsmoa Leçons iTAt/jiibre. n' lt,l, Th. t. 
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Dans ce cas, deux Jisposilions de ligure peuvent se présenter : 
l" {fig. 34, Ij les deux poinla M et M' sont d'un m6me calé (lu point ; 
les deux aegnietUs (OM) et (OH'} sont de m6me sens et on a ; 

OS = OM + OM', 
MM' = OM - OM'. 

Le module de Iji somme est égal à la somme des modules; et le module 
Je la différence est ég'al à la Uilîérence des modules. 

Les deux quantités complexes ont, dans ce cas, même argument. Leur 
quotient est réel et positif. Car si on appelle p et p' les modules et a l'argu- 
ment commun, les deus afflxes de M et M'sont 



p (COS 



') 



p' (û<- 







."■^v 


,•^1 


> 





















' 




,.M 
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X'' 


■'v 




'M- 


V' 









2° Les deux points M ot M', eu ligne droite a 
et d'autre de ce point [p.g. ii4, II). On a, alors. 



WM' 



OM — OM', 
= OM H- 0.U'. 



! point 0, sont de part 



Le module de la somme est égal à la différence des modules et le module 
de la diiléi'ence est égal à la somme des modules. 

Les arguments des deux quantités complexes diffèrent, dans ce cas, d'un 
tnuUiple impair de k. 

Leur quotient est réel et négatif. Car, si p et a sont le module et l'argu- 
ment de l'affixe de M, p' étant le module de l'aflise de M', t: + a est une- 
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des déterminations de son argument. Les deux quantités complei 



Le quotient ~-j est bien rÉel et négatif. 

^ious retrouvons, ainsi, par une voie géométrique, toutes les pailicu- 
larilés signalées en algèbre. 

187. l'rodult et tinotieitt. — Théorème. — Le modale du produit 
de plusieurs quantités complexa est Égal au produit de leurs modules et 
l'argument de ce produit est congru à la domine des m'gimeuls des fuclcurs. 

i° Cas de deux facteurs. — Soient 

pfcos« + isina) et f'{cos «' + Uin a') 

deux quaotitéB complexes, mises sous forme trigonoiné trique. Le produit 
de ces deux quantités est, en appliquant la règle de formation du produit 
de deux imaginaires ('), 

p(cos a + i siu a) X p'(COS a' -f- i sin a.'} = 
Or, d'après les formules d'addition [38J et [39], on a 



f (cos a + i sin «) X P' (cos «' + î si,i ='} = pp' [cos (= + «') + i sm (a + a')] . 

Le produit est ainsi mis sous forme trigonométrique, et, de la réciproque 
do tliéorème du n" 183, il résulte que son module est pp', c'est-à-dire le 
produit des modules, et que son argument est conf;ru à la somme « + a' 
des arguments des facteurs. 

2° Cas général. — Le théorème s'étend, comme en algèbre (^), au cas de 
plusieurs facteurs. 

Soient a, p, y, S quatre quontilés complexes. On a, en considérant le 
produit apïB comme le produit de deux facteurs apy et 5, 

( ]=.3ïSi = l«Pïl-|S|, 

^ ' ( arg {aPïSj :- ^vg («Pï) + arg (5) . 
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APPKrîDICE. 






Pais, de mÈtiLe, c 


sn considérant npY comiiie le prodii 


lit de a 


f'Pi 


(2) 


( I c.|ÎY 1 = 1 «M ■ 1 ï 1 , 

{ arg (dpYJ = arg (ap) + acg (y). 






El, eiiBii, 


> 1 =:M = 1 = 1 ■ 1 M , 

( ary (af;) := arg (a) -|- arg (^!). 






Des trois couples 


, d'égaliLés(f), (2) et (3), 011 conclu 

i ar^75 1 = 1 a 1 . 1 M ■ 1 ï 1 • 1 6 h 


t : 





irgWnS) = 



SW-h.r8(?)+Brg(Y) + arg(B) 



ce qui étalilit la proposition dans toute sa généralité. 

Corollaire. — Le module de la puissance m'*"" d'une quantité imaginaire 
est égal à la puissance av'^''"' de son module. L'argument de celle puissance est 
congru à m fois l'argitmenl de la quantité imaginaire. 

11 suffit, en effet, d'applique I le tliéorèmi; précédent à un produit de m 
facteurs tous égaux entre eu\ 

Théorème. ~ Le raoduh du quotient de deu <. quantités imaginaires est 
égal au quotient de leurs moduhs t( lur jument Cbt congru à la différence des 
arguments des deux let-nies 

Soit, en effet, y le quotient des deux quaulites imaginaires i et p, comme 



^ ^ [17. 



e qui précède, 

i ■ I T i « 



EXERCICES 

is forme H'igûiioméivique les quanlités ii 
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p étant un nombre positif donné. Quel est le lieu décrit par le point dont x+ yi 



Lorsque M décrit une droite, quel est le lieu de M'7 Lorsque M décrit un cercle 
qael est le lieu de M'? Plus généralement quelle est Iî transformalion définie par 
cette relation? 

Mêmea questions en supposant que, d'une façon plus générale, les aflixes de M et 
M' soient liées par In. relation 

a, fi, c, d étant quatre nombiea lixes 

87. Soient M et M' les points représentatifs ùe ûea\ imngni lires; P le point 
représentatif du produit de ces deu\ imagiodires Piou\ei que 



o'Cm -h o'^o^à' := ^O^ 



a- Sil est un point pris sur oœ tel que 01 = + 1, les deux triangles 01 M et OM'P 

sont semblables. 
Énoncer et démontrer les propositions analogues pour le quotient, 
88. Soient <i,, Os, «i, ... a,,, n quantités complexes fiie s et ::^ï-|-?/' une 

quantité variable. Étudier la variation de l'ni^ument du produit 

(^-"i) (--".)■■■ (=-"«). 

lorsque le point représentatif de 3 décrit une courbe fernnée. 

On diatiuguera plusieurs cas suivant que la courbe fermée (qu'on supposera avoir 
une forme simple comme celle d'un cercle ou d'une ellipse) entoure un ou plusieurs 
des points dont les affîxes sont ai, u^, ... a,,. 



CHAPITRE 11 

FORMULE DE MOIVRE. ADDITION, MULTIPLICATION ET DIVISION 
DES ARCS 

188. Addition. — La représentation trigouoméfriqiie clos imaginaires 
et, en particulier, le théorème du n" J87, vont nous permettre d'établir 
par une nouvelle Toie, très rapide, les formules générales d'addition 
démontrées dans les n" 79 à 81. 

Considérons m quantités imaginaires : soient pi, pj, ... p^^^ leurs 
modules, a, , a, , ... a ^^ leurs arguments. D'après la proposition du n° 187, 
le module de leur produit est p^p^ ■ ■■?, ^^ l'argument de ce produit est 
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conj^TU ù, Oi -|- a., + ■■ . + ' ; on en conclut l'êyalité fondamentale que 

[661 Pi(cosa,-h!smo;.)Xfa(cosa, + isina,)X...Xp„,{cos»„ + ïsin5j 
= P,P, ■ ■ ■ K, [cos(a, + „, + ...+ «J + i sin(=, + «, + ...+ «^,i]. 

En particulier, on a, en supprimant, dans cette égalité, les factoLus 

Pi- Pi' ■■■ P,n' 

[67] (cos «1 + î sin a,) (cos a, + ï £in a,) . . . (cos a„, + i sin «,J 

= cos (,, + a, + . . . + a„,) + i sin («, + =,... + = J. 

Développons le premier membre de cette dernière égalité, et égalons, dans 
les deux membres, les parties réelles et les parties imaginaires. Pour faire 
commodément ce développement, mettons le produit cos a^ cos i,... cos a^^ 
en facteur, et désignons par P le premier membre de l'égalité [67]. Nous 

P ^ cos =1 cos c,... cos «„, {1 + * tg =,) (i -I- Ug =J . . . (1 + i tg ,J. 
Il nous reste à effectuer le produit Q ; 

Q=(i + itgo!,)(l -l-itga,),.. (i-fUgi,J, 

Or, d'après la règle de multiplication des sommes, ce produit est égal à 
la somme des produits partiels obtenus en prenant, dans chacun des 
facteui-s, un terme et un seul. Ces produits partiels sont de diverses 
natures : 

i" Nous obtenons un premier produit partiel en prenant i dans chaque 
facteur; ce qui donne 1. 

3° Nous obtenons une seconde catégorie de produits partiisls en prenant 
i dans [m — -1} facteurs et le second lerms dans le facteur restant. Ces 
produits seront : 

îtg«,, ng=.„ ... itgv 

et leur somme est (T,, en posant 

T. = tg«i+lg^,+ ...+lg=,,. 

3° Considérons, en troisième lieu, les produits partiels obtenus en 
prenant 1 dans (rn — %) facteurs et" les seconds fermes dans les facteurs 
restants. Ces produits seront ; 

■,'ngaitga,, inga,ls=<„... inga,tg«^, ..., 

et leur somme est i^Tj en désignant par T^ la somme des produits deux à 
deus dos m fangentes tga,, tgn^,... tga^^ : 

T2 = ig«, tga, -Ltgajtgc!, .+ .... 4-tg"itg<ï„, -h... . 
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4° Plus généralement, considérons Ips produits partiels obtenus en 
pienant I dans m — p facteurs et les seconds termes clans les p l'acleurs 
restants , et cela de toutes les manières possibles. Nous obtiendrons des 
pioduits partiels dont la somme sera i'' T,„ en désignant par l'p la somme 
dei pioduits p àj) des m tan^eules : 

Tj, = lga, Ig^.-.lîia, + 

u° Enfm, le produit de tous les seconds termes des facteurs de Q sera 

Nous aurons donc, finalement, 

Û = 1 M- ïïi + i^ T5 + P T, + i* 'l't 4- . . . . h «" Tm- 

Eu lenanl «ompte des égalités 

le produit Q prend la forme : 

Q = M- îT, — Tj — iTj -l-T, + ïTa— 

Séparons les parties réelles et les parties imaginaires, muitiplious par 

pemeut de 1' ; 

P = cos=f, cos=, ...cosï„, [I -T, +ï, -.,,.] 
+ icosa, cosa, ...cosa„, 1T,~T, + T, -....] 
En vertu de l'égalité [67], on a 

P = cos(a, + «3 + --. +a,J + ism(ai+o, ... + aj; 

si donc on égaie, dans ces deux expressions de P, les parties réelles 
et les parties imaginaires, 011 parvient aux formules générales d'addition 
données au n" '79 : 

M cos(a, + =.... +=„)^ cosa, cosa3...cosff;,i:i — Ïj + T,v — ....J, 
m sin («, + «, + ...+ „ J ^ cûs o, cos ^, . . . cos a„, [ï, - ï, + T, - . . .J. 
On en déduit, par division, 

[f] tg (»i -!- «, H- ... + aj = ^-3j,v±.JJ-^■-.■. 

189. Miiltipllcatloit. — Fonnule de Moirre. — Dans l'égalité [66], 
(|ui donne le produit de m imaginaires, supposons que ces m imaginaires 
deviennent égales et faisons 
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La relation devienl ; 

[68] [p (cos ^ + i sin a)]'" = f™ (cos m« + i sin ma), 

égalité qui découle, d'ailleurs, directement du corollaire du n" 187. 

Si, dans l'égalité [68], on divise les deux membres par p™, ou si l'on f 
p — 1, on obtient la formule connue sous le nom de fùrmule de Moiwo : 

dans laquelle m désigne un entier positif. 

Remarque. — 11 est facile de montrer que la formule de Moiv 
s'applique encore au cas d'un exposant entier, mais négatif. 

Soit, en effet, m un entier négatif; posons 



Lier positif et, d'après la formul 



Multiplions les deux termes du dernier rapport par la quantité 
cos m'a — ï'sinm'o;, conjuguée du dénominateur, et remarquons que le 
dénominateur devient : 



Kn observant que 














s ma = 


ces 


(-' 




^ 


Sil 


ima = 


sin( 




l'a) 


= 


celle dernière égalité : 


*' écrit, 1 


enfin 








(coso 


■, + isi 


n^y 


' = 


cos 


ma 



ce qui établit letartitnde de la formule [69] dans le cas d'un exposant 
entier négatif 

190. — Formule générale de multiplication des arcs. — De même que 
nous avons déduit de légalité [67] les formules générales d'addition des 
arcs, nous obtiendioo'-, en développant les deux membres de la formule de 
Moivre, les foimules démultiplication 
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Rappelons, ix cel effet, la formule connue sons lé nom de binôme de 
Sewton{'), qui <lonne le développement de (a + bf suivant les puissauces 
de a 011 6. 

Soient m et p deux entiers quelconques, p étant au plus égal à?;*, on 
désigne par C^^ la quantité suivanle : 



qui est le quotient du produit do j) nombres entiers décroissanfs à paitir 
de m par le produit des p premiers nombres eiitiers(*}. On a, alors, 
l'égalité que voici : 

ia + 6)'" = «'"-.[- G^, n"""'6 -i- C}ji'"~^h^ -f c'^«"'~H' f + C^ &"\ 

Si on remplace les coefficients C^^^, C^.^, . . . par leurs valeurs, on a encore : 

+ + j ah'"-' H 6'", 

et il est facile de vérilîer que les coefficients des fermes à égnle distance 
des extrêmes, a" et 6'", sont égaux. 

Ceci posé, appliquons cette formule au développement du premier 
membre de la formule de Moivre [69], en posant ; 



(cosa + !sina)'" = cos"'a + iC*^ cos"' 'b sin œ -f ft^^cos"' V sin^a 

Remplaçons t*, v',i'', ... par leurs valeurs ^1, — i, l, ... , séparons I 
parties réelles et imaginaires et il vient : 

+ irc^^ cos"'~'œsino — C'^cos'"~'a sin'a + ...] . 

(n La forniule du binûme de t^ewton i^tant esposée dans tous les Coins de Maltiémstiiii 
spéciales, nous croyons iauliie de l'établir ici. D'ailleurs, nous l'avone propoai^e plusieurs f 
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Or, d'oprL'K la formule ds Moivre, on a aussi 

on en conclut, en comparant ces deux égalités, celles-ci : 

[70] cos»ia = cos'"a — C^,^COs'""-a sin^a + Cj,^ C08"'"'a SÎn'n— ... 

[71] sinma;=C' cos'"~'asinK— c'^cos"'~°asin"o;-|-CJj^coi"'~°(xsin''a— ... 

qui sont les formules générales de multiplication des arcs. 
En les divisant, membre à membre, on a Igran : 

V + C^, cos^'-n siii'a— ... 



Dans celle dernière formule, divisons les deux termes par gos"'ï, 
vient, enfin, 



^,2] ,„^,_^l'g--'^ltg-a-HC:ig-a- 



Écrivons encoi'e les égalités précédentes en remplaçant les coefficients 
C'' par leurs valeurs : 



1-2 ■■-■ 




m{m-^)[m-2)im-Z 





1.2. 3-4 




■i.,.i„.. m(m-i){ra 


-2) 

C( 


f-a.3 





„„,,-, l " l-a-3 = 1.2.3-4.3 " 

["'"1*— ._;:!(^).,... ».(-<)(^ .a(gJ.,.._... 

1.2 ^ ■ 1.2-3.4 ^ 

191, Exemples. — Appliquons ces formules à quelques cas simples : 
i' Prenons m = 3, nous aurons : 

COS 3a — ces 'œ — 3 cos a sïn 'a , 
sin3a = Scos^asina — sin^d, 

formules que nous avions déjà trouvées au n" 84. En remplaçant sin =a 
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^a pur 1 — sin-a, les deux premières s'écriv 



2" Prenons m = 4 : 

cos 4a = ces 'a — 6 cos ^a sir 
. , 4lga — 4lg3a 



lemcnt en fonction de cos a seulement : 

s *a = R 0S>7 — 8 LOS s 1 

C'est d'ailleurs l-i un fiit ^enéi-il La f imulc [70] ne c nti nf (ue 
des puissances paiitb de sin a on peut donc en > rempla ant «m a 
par 1 — cos^a, eipnmer rationnellement t-osma en fonclion de cos a, 
seulement. 

Lorsque m est impau la formule [71] ne contient que des pui sance* 
paires de cos a; on peut d ne dans ce cas exprimer rtlionnellement 
sinwiix uniquement en fonrtmn de sina, comme cela a eu lieu poui sin3a 

192. Division — I e problème de la diMsion des aies est le suivant 

Connaissant les lignes de l'are a, eatetiler celles de l'are ou des arcs — . . 

Nous avons donné, au n" 8ii, la marche générale à suivre pour résoudre 
ce problème; puis, dans les numéros suivants (86 à 90|, nous avons traité 
les cas élémentaires où le diviseur m était de la l'orme i^. Maintenant que 
nous possédons les formules générales de multiplication des arcs, il nous 
sera aisé d'aborder le cas général. 

Nous étudierons d'abord le cas simple de la division par trois. 

193. Triwcctiou. — Problëme I, — Connaissant cos a, calculer les lignes 

tri^onoméiriqncs de l'arc |r . 
lilcrivons la première formule [73] du n" 191 : 

cos3a = 4 cos^a — 3 cos a, 

el, d.ins celle formule, faisons a = r; il vient : 
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degré. Cette ëqualion a ses trois ri 
+ I : Substituons, en eSH, dans 



i réelles et comprises entre — le 
remier membre, successivement, • 






- 1 — cûs <( < 0, 



n>0. 



I,';ilternLincc des signes de ces quatre résultats do subsliLiUion m 
prouve(') qu'il y a une racine, en oos -, comprise eiilro — 1 et — -, i 
. une troisième entre - et (. Il y a donc (j 



' „, i 



valeurs acceptables pour cos -■ 

L'équation (1) n'ayant pas de terme en cos^ -. la somme algébrique de 
ces trois valeurs est nulle. 

Connaissant cos -, on a shi - par la formalo 



Il y a six valeurs, d 



-?-\/^ 



X àdeiix égales et d 



donc, a 



■aleurs pour tg- ~. 



Ces résultats sont faciles à expliquer. 

Ce que nous connaissons, ce n'est pas a, c'ost cosff. 1,'équation {!' 
donne donc les cosinus des tiers do tous les arcs ayant niCme c 
que a. Or, ces arcs sont compris dans la formule [23j : 



s sont donc donnés par ; 



y Google 



aee leçons de trk;oxoh1'Trie. 

Nous allons montrer que tous ces arcs n'ont qac troi 
En effet, si /; est multiple de 3, 



Si k est un multiple de 3 plus 1, 

h = 3/1+ 1, 
/2S-K _^ (A A, , 2- _,_ a\ /Sx _^ rA 

"^■^Hx - 3J ^ =°H-'" + T ^ 3J = ^°HT - 3J ■ 

r':nlin, si h est un multiple (te il moins I, 
k = 3h— \, 
,..(^.|)^»(«.-|.|)^.o.(ï,|), 

ces deux dernières valeurs sont égales aiiï deux précédentes. 
Il n'y a donc bien, en tout, que trois valeurs pour les cosinus : 

cos ^,cos(-^-h^j, cos(---j. 

lin remarquant que 

'^°^ l,"3" ~ âj ^ *^°'^ Vy "'" 3/ ' 

il est facile de vérifier que fa somme des trois valeurs est nulle, car on a <i 
faire la somme de trois cosinus d'arcs en progression arithmétique (voir 
n- 92). 
Les sinus ont sis valeurs, deux à deux éfçales et de signes contraires, 

± sm ^, d: sin \^^ + gj, ± sm ^-- — -J . 

On peut encore vériQer ces résultais par une voie géométrique. 

Pour cela, faisons une remarque préliminaire. Considérons (^jj. 33), sur 



un cercle orienté, tous les arcs AM d'origine A et d'extrémité M. Prenons 
le tiers de l'arc géométrique AM et soit AN cet arc. Les tiers de tous les 
arcs AM sont terminés en l'un des trois points N, N, ou Ng qui sont les 
sommets d'un triangle équilatéral inscrit dans le cercle dont un des 
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sommets est N, Le tiers du plus petit an 
en N. Tons les autres arcs AM se dédui- 
sant du plus petit aro positif en lui 
ajoutant ou retranchant on nombre 
entier de circonférences, les tiers de ces 
arcs s'obtiennent en ajoutant ou retran- 
chant à l'arc AN un nombre entier de 
tiers de circonférence. En ajoutant un 
premier tiers, on obtient le point N, ; 
puis, en ajoutant un second tiers, on 
parvient en Nj ; enfin, en ajoutant un 
troisième tiers, on revient en N. On 
repasse ensuite successivement par Nj, 
Na et N. 

Ceci posé, soit, sur le cercle frigono- 
métriqne, A une orig-ine choisie ai 





iset des sinns relatifs à cette origine (/Î3. 36).I'ri 
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et, en P, élevons une perpendïculaiie à ox qui coupe le cercle en M et M', 
ïotis les arcs d'origine A, admettant pour cosinus OP, sont termiués en M 
ou en M', Soit N l'extréniité du liera du plus petit arc positif AM; d'après 
co que nous venons de dire, les tiers des arcs lerminés en M auront leurs 
exirémités en l'un des trois sommets du triangle équilatéral NNiN^- 
Prenons le symétrique iS' du point N par rapport à oai; il est clair que 
l'un des arcs tei-minés en M' aura pour tiers un arc terminé en N'. Les tiers 
de tous les arcs terminés en M' seront donc terminés en l'un des sommels 
(lu triangle équilatéral N'N'iNV Les deux triangles éqiiilatéraux NN,Nî et 
JN'N'iN'a, ayant un premier couple de sommets, N et N', symétriques par 
rapport à ox, sont évidemment symétriques par i-appoit à ox. 

Il en résulte que les six sommets de ces deux triangles se projettent, deux 
par deux, aux mêmes points sur ox et eu des points symétriques pay rapport 
à sur 0^.11 n'y a donc que trois valeurs OQ, OQ,, OQ^ pour les cosinus; 

il y a six valeurs égales et de signes contraires, deux â. deux, pour les sinus. 

On pourrait encore vériller que la somme des trois cosinus est nulle : 

ÛQ + UÏJi + ÔQ2 = 0. 

En eiïet, comme il est aisé de le démontrer, le vecteur (ON) est épal cl 
directement opposé à la résultante des deux vecteurs (ONj) et (ON^'l- On a 
donc, en projetant sur un axe quelconque, 

proj. (ON) 4- proj. (ONi) + proj. (ONjl = 0. 

Il suffit de projeter sur ox pour obtenir la relation précédente. En 
projetant sur oy, on en concluerait que la somme des sinus des arcs AN, 
ANj et ANj est également nulle. 

194. Problème II. — ConnaUsunt sin a, calculer les lignes triijononié- 



(li° lÛlj, faisons i ^ - ; 



qui donne sin -, connaissant sin a. Celte équation a exactement la même 

forme que l'équation (1} à laquelle nous a conduit le problème précédent. 
Los conclusions sont donc toutes semblables. On trouve Irois valeurs pour 

sin- dont la somme est nulle; et six valeurs, deux à deux égales et de 
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Ces résultats s'expliquent comme précédemment. En particulier, dans 
l'interprétation géomélrique, on trouve encore que tous les tiers des arcs 
ayant même sinus sont terminés en six points qui sont les sommets de 
deux trian;*les équilatéraus sjmétriques par rapport à oj/. Ceci lient, au 

fond, à ce que les deux arcs ~ — -„- et -- + - sont supplémentaires et, 

par suite, que l'un des sommets de l'uu des triangles est symétrique d'un 
sommet de l'autre. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire ces d 

135. Problème III. — Cnhider L-s lignes tt-U, 



1 fonction de Ig a (11° 191): 



l~3tg^a 

et, dans cette égalité, faisons a = ;-. ^'ous oblenons, oprcs avoir chassé 
les dénominateurs, l'équalion 

qui donne tg - en fonction de tg». 

Celte équation a trois racines réelles. Substituons, en effet, à t^ t, dans 
le premier membre, — «, =, -7- et + 03 : on sait que, si l'on 

v3 va 

substitue, dans le premier membre d'un polj-nûme entier, un nombre tvés 
grand en valeur absolue, le polynôme prend le signe de son terme de 
desrë le plus élevé ('). 



On; 


i donc : 








pour 


-» : 


le signe — , 




pour 


V3 


L.L J., ,„i,le,ig„e + 

3v'3 V'3 




pour' 
pour 


1 
v/3 


-L-4-' <l»i » le >ign« - 
le .isne + . 



L'alternance des sig-nes de ces substilulioiis nous prouve que l'équalion 
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Il y a (lono toujours trois valeurs pour tp-, ConnaissanL ces valeurs 
on aura, facilemejit, cos^ et sin- par les formijles ; 

u,»,| >m- . 

V' + *3 V' + 'S'iJ 

Il y a donc six valeurs, deux à deux égales pt de signes contraires, pou 
le cosinus ; et de même pour le siuus. 

Ces résultais étaient faciles ii prévoir. 

Tous les arcs admettant même tanfjcnte que lave a sont, en etfel 
compris dans la formule [25] 

h^ + ", 

où h est nii entier, positif ou in?giilif. Les tiers de ces arcs sont don 
conipiis dans la formule 

"l + l 

Si ;; est un tiiultlpla de 3, A ^ 3/,, on a 

Si /; est un multiple de 3 plus 1, i=3/(-[- 1, on a 

Kntîn, si S est un mullipie deS plus 2, A = 3ft + 2, on a 

'«(Ï+î) = '«KÏ+I)='«(t+I)- 

31 n'y a donc Lien que trois valeurs pour les tangentes de tons ces arci 
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On verrait, sans difliciiité, que chacun des trois cas précédents donne 
deux valeurs égales et de signes contraires pour les cosinus et pour 
les sinus. 

Géométriquement, voici comment les résultats s'interprètenL 

Soit A un point pris, sur le cercle trigonomélrique, pour orii;ine des 
arcs ; t't l'axe des tangentes relatif aux arcs d'orig-ine A. 

Prenons, sur ('( {fi,j. o7), _ 

et joignons T au centre du cercle. Cette droite coupe le cercle en deus 




points, diamétralement opposés, M et M'. Tous les arcs qui admettent Aï 
pour tangente sont terminés eu M ou M'. Soit N rextrémilé du tiers du 
plus petit arc positif AM ; les tiers de tous les arcs lerminés en M ont pour 
estrémités les sommets d'un triangle équilatéral NN,i>!i. Ceci posé, remar- 
quons que, si a est l'un des arcs terminés on M, a -}- 3j: aura son 

extrémité en M' et les tiers de ces deux arcs, qui sont - et - + 7:, auront 
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leurs ex^mités diamétralement opposées. Le point N' dianiétralemeut 
opposé à N est donc l'exlrémité du tiere Je l'un des arcs AM'. I! en résulte 
que les liera de tous les ares AM' sont terminés aux sommets d'un 
triangle N'N'jN'j symétrique du triangle NNiNj par rapport au centre 0. 
Les tiers de tous les arcs qui admettent AT pour tangente sont donc 
terminés ous sommelg d'un hexagone régulier N Na' Ni N' JNa N'i inscrit 
dans le cercle. Ces six points étant deus à deux diamétralement opposés, 
il y a trois valeurs pour les tangentes,; et, respectivement, six valeurs, 
deux h deux égales et de signes contraires, pour les cosinus et les sinus, 

196. Remarque. — Dans les trois problèmes précédents, nous nous 
sommes proposé de reclierch.et' les lig'nes de tous les arcs qui sont les liera 
de ceux, qui admettent une ligne donnée. Si on spécifiait celui des arcs 
dont on veut calculer le tiers, il faudrait, parmi les diverses solutions, faire 
un clioix. Ce choix sera toujours facile à faire, car on pourra toujours 
prévoir aisément quel est l'intervalle dans lequel se trouve la racine 
cherchée. 

JCn effet, dans le cas des deux premiers problèmes, les racines sont 

séparées par les nomhres - et — ^ . Or {î\° 72), 



— 5 = cos y = Slll -- ■ 
Il n'y aura donc qu'à comparer l'arc dont on cherche les lignes à ~ et 



Dans le cas oii on donne la tangente, les laciiies de l'équation (3) sont 
iéparées par ±: —^ . Or, 



il suflira donc, dans ce cas, de comparer fai'c à ^ et -- . 
Voici des exemples de ce genre ; , 
Exemple I. — Siiokant que cos ~ = -^ , calculer cos ~ ■ 

Posons cos--^~ii; ; d'après le problème T du n° 193, x sera r 
i'équalion 

4«= — 3a; — ^ = 1) . 
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Of, comme on a : 



il faudra donc prendre celle des trois racines qui est comprise eiilrf 
Ces Irois racines sont faciles à calculer. En effet, on il ; 



('î;!+»Ucosï;= 



l.'équalion doit donc admettre une première racine éi^ale à 
(ille s'écrit, alors : 



V + ¥) (^•*'-2'/3a; - ij = . 



Les deux autres racines sont donc données par l'équation du second 
dcgrÉ : 

kx'-~%\l^x — i = 0, 

et. pour avoir cos^^, il faudra prendi'e la racino positive. On a donc, 
linalement, 

'^^^ 12 ^ 4 

ExKMPLE II. ~ C'dculer tg --, aachanl qw. 



•.| = v^- 



Posons tg ^V = .T-'- et appliquons ici l'équation (3) da n- lOo, n 
l'équation ; 

œ^ — 3 (v'2 — I ) a'^ — 33î + \/2 — 1 = 0. 
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Cette équation ailmet pour racines : 



tg ^-; , l\ 
Comme 



1,3 ' 2i) '*^ 8"' '^1,3 ~'~ aV '^24' 



Il l'aul donc preiidre ia solution positive plus pctilc que ~^. Or, Tune des 

V3 
solutions de l'équation est connue, c'est : 

L'équation s'écrit, alors, 

(a..-.Va-0 [»= + 2(a- V2)^ + 3\/3-3] = 0. 
tg- ^ est donc la racine positive de réquatiou ; 

«■ + 2(2-l.'i)l + 2^2-3 = 0. 
On en conclul ; 

On a d'ailleurs, d'après une (ransformation connue, 



Va — 6 V2 = V^6 — \'i, 
et, finalement, 

197, Cas général. — ProMème I. — Calculer les ii'jnes U-içjonomi- 

Iriijues des ans —, connaissanl cos a. 

Dans la formule [70] lîu n° 190 qui donne cosîh 
sin a, faisons n = — et nous oLtenons l'cqiiatiou ; 

(I) cos'"-— C; cos™-'- sin'- + C,^,cos'"-' -sin'- 



yGoosle 



APPENDICE, 
qui, jointe à la relaLlon 

permet, de caleulev cos — ftl. sîn --, 
Posons 

cos — = 3i, 



et, en portant «es valciira dans l'égalit.é (1), nous oblenous finalement, 

[i] x"'-^Gy"-\i-x') + Glx"-\l-x^f-...-cosa=^0, 

qui est nne équation de degré m en te. 

Cette équation a m racines réelles comprises enl.re — 1 nt + i. Pour lu 
vérider, substituons, dans le premier membre, à w, successivement les 
(„, + 1| nombre. : 



Il est faolle de voir que deux nombres consécutiCs de cette suite donueut 
des résultats de substitution de signes contraires. 
Si on remarque, eu effet, qu'en vertu de la formule [70], on a : 

cos ' — -C^j^cos *-siii î— 4-C^^^cos '—sin î^ ... 

^,ospr:^{-I}\ 

on eu conclut que le résultat de substitution de cos— à x dans le 

premier membre de (2) est : 

et, par suite, a le sif;ne de (—1)''. En faisant, successivement, p = 0. 
p^ 1, p = 2, ... p — m—i, p = vi, on a les m + 1 résultats de subali- 
lution des m + i nombres précédeufs qui, par suite, sont, alternativement, 
des signes (+) et (— ). Il en résulte que, dans cliacun des intervalles 

(mosJ), (».S,o..|),... {^^'^^.->y 

il y a une racine de l'équation (2). Il y a donc bien m racines acceptables 
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pour a;; donc, «i valeurs pour cos — . A ces m valeurs, correspondent 2111 
viileuts pour le sinus, égales et de signes coutraires, données par l'égiilitô 



%-v/^ 



par suite, 2m valeurs pour la langente. 

Pour expliquer ces résultats, faisons d'abord la remarque {i^énérale 
puivanhH, qui nous sera iilile dans !fs deux problèmes que nous traiterons 
à la suite de celui-ci. 

Considérons, sur un cei'cie 
orienté (^, iiS), tous les ai'cs 
AM d'origine A et d'extrémité 
M. Marquons l'extrémité N de 
la m'™" partie du plus petit 
^positiFAU. Les extrémités 
tous les arcs — AM sont les 




soiiimels d'nn polygone régu- 
lier convexe NN,NiNa ... de m 
cO(és, inscrit dans le cercle, et 
dont le premier sommet eslN. 
Soit, eu effet, a le plus petit 
iu'c positif AM. Les diverses dé- 
terminations de l'arc AM sont 
m'':""' parties de ces arcs sont 



L'arc ~ est terminé en N. L'extrémité de l'arc — \ — '- s'obtient en pre- 
nant un arc NNj é^al à — c'est-à-dire à la «1'""* partie de la circonfé- 
rence. Pour avoir l'exlréuiilé .N^ ds l'arc - -1- — , il faut auf^meuter l'are 

précédent d'un arc N.Nj égal encore à — ; et ainsi de suite. Au bout du m 
opérations, ou revient au point N et le polygone ?iN,N2 . . , est évidemment 
un polyfione régulier convexe de m côtés, puisque les arcs sous-tendus 
sont égaux, chacun, à la m"™ partie de la circonférence. 
Ceci posé, soit, sur un cercle trigonomélriquo 0, un point A pris pour 
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i (^3. 30); ox, oy les ascs des 



et des sinus l'olutifs 



et élevons, en P, une pnrpeiidiiiiilaiie h ox qui coupe le coi-cle en M et M'. 
Soit iS rexlréraité de la m'™= partie du plus petit arc positif AM ; le point [S' 




symétrique de N par rapport à o.v, sera ÔMdi mment lexfumite de li 
,j,î*me partie de i'ari; négatif AM' de plus petite \ ^leui aLsohie 

Les eslrémités des m'*"'" partieà de tous les arcs teiminéa en M et M' 
seront donc les sommets de deux polygones réguliers convexes de m i-rttes 
NNjNî . . . , N'N'iN'î . , , , inscrits dans le cercle. Les deux sommets N et IN' 
étant symétriques par rapport à ox, tous les sommets de ces deux polygones 
sont, deux à deux, symétriques par rapport à ox; ils ont donc, deux 
à deux, mêmes projections sur ox et des projections symétriques par 
rapport k o sur oij. 11 n'y a donc que m valeurs pour les cosinus des arcs 
terminés en N, N,, N^, . .. N', N'i, N'a, ... et 2m valeurs, deux à deux 
égaies et de signes contraires, pour les sinus. 
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On iiurait encore pu interpréler les résultats de la façon s 
Les m^'™" parties de tous les arcs aj'aot mûme cosinus q 
compris dans la l'ormule 



Si 7i est an multiple du m, li = km, on a : 

™(^A'±2)=c„,(M,=tî)=c„,f;, 

•Si h est un multiple de m plus \, k=: km +1, on a : 

Si k est un multiple de m plus 2, Â; = km + 2, on a : 

Et ainside suite; flualemeni, lorsque k est un multiple de m plus 
h=hvi + m — i, on a : 



Il semble, ainsi, qu'il y ait 2m — ^ valeurs pour le cosinus, mais il est 
facile de voir qu'il n'y en a que m différentes, lîn effet, p étant un entier 
positif plus petit que m, la somme des deux arcs : 



est égale à 2r.. Ces deux arcs ont donc m^me cosinus et des sinus 
égaus et de signes contraires. Il y a donc m valeurs pour les cosinus qui 
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et 2m valeurs pour les siiiEis, 

m' \m mj' \m 'm/' V »* 'V 

deux à deux égales et de signes conlraires. 

198. Probléine II. ■ — Calculer les lii/nes trhjowjinèlriques des arcs — , 
connaissant siii o. 

Dans k formule [71] du n" 190, faisons a = - et nous obtenoni 
l'équalioii ; 

(3) C', cos"'~' — sin--C,^^ cos"'~'-siii^— +C;',^ cos^'^-ain" 



I y a, alors, clens cas à distinguer suivant la parité du iioinbie m, 
° m fis! impair. — Soit 



Dans ce cas, l'équation (3) ne contient que des puissances paires de 
cos— et peul s'écrire : 



et l'équation (3) s'écril, eiidn, en mulliplinnt les deux membres par 
(— 1)"' et intervertissant l'ordre des termes. 
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C'est une équalion de degré m en « ayant exaclement. la même forme 
que l'équation (2) .obtenue dans le problème précédent (n" (91) ; elle a 
donc m racines séparées par les nombres 

-f-l,cos — , cos— ,... cosL l-^ — i. 

Il y a, par suite, m yaieurs pour les sinus ; et 2m valeors deux à deux 
égales et de signes contraires pour les cosinus données par 3a formule ; 



L'équation (3) ne oontieut alors qiio des poissaucea impaires, aussi bien 
de cos— que de sin —, Le premier membre de celte équalion n'est donc 

entier ni en cos -- ni en sin — , et il faut nécessairement faire une 
élévation au carré pour obtenir une équation enUère. CoLte équation 

cos-rc\os^'"'~^-sin-' —cl^ci,s-"''^^~sin''~+ — 

.^,_l)-'-'C™-'si„--'i!j^sina. 



ms aurons : 



-c-'-"'-> 



Élevons au carré les deux membres, ce qui n'introduira pas de solutions 
étrangères, <i cause du double signe, et nous o1)tenons, fliialemeot, 
l'équation : 

(3) a -:c^)[C'ji -atT'^'x^C'jl- ic^)""-\^ + 

-^[-i)""-'cZ-'x"'-J-sm'-a^O, 
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(lui est de de^ré 3m en x. Elle a 2m racines réelles qui soiiL l'aciles 

séparer. En effet, substituons « w, dans le premier membre, cos^ 

p élant un entier quelconque. 

Le résultat de substitution est, comme il est facile de le vérifier, 



Lorsque p est pair, le résultat de substiiutioii est égal à ~ sin^ a, à 
négatif. Lorsque p est impair, ce résultat est égal à 1 — siii° a ^ cas 
donc positif. Si donc on substitue les (2m 4- 1) nombres décroissants. 



les résultats de substitution seroni, alternativement, négatifs et positifs, et 
il en résulte, qu'entre deux nombres consécutifs de celte suite, il y a toujours 
une racine de l'équation (a). 
Comme a: ne figure qu'à des puissances paires, il y ^ tlonc toujours 2m 

valeurs, deux à deux égales et de signes contraires, pour sin — . Il y a aussi 

2iîi valeurs pour cos — , car à ciiaque valeur do x ne correspond qu'une 

Yaleur pour cos — . 
En effel, on a : 

mais le signe qu'il faut choisir devant le radical est déterminé par le fait 
que l'équalion (4*'') doit être vérifiée. On prendra donc ce signe tel que le 
premier membre de cette équation soit du signe de sino. 

On peut remarquer que lorsqu'on change .-c en — œ, le premier membre 
de l'équalion (4''^) change de signe. A deux valeurs égales et de signes 
contraires de x, correspondent donc deux valeurs égales et de signes 

contraires de cos— , par suite, la même valeur pour tg— . H n'y a donc 

que m valeurs pour les langentes. 

— Expliquons tous ces résultais. 

Soit A, une origine, choisie arbi Irai rement pour les arcs, sur le cercle 
tiigonométrique ; ox et oy, les axes des cosinus et des sinus des arcs d' ori- 
gine A. Prenons {/îi;. 60 et 61), sur oy, un segment OQ.égal àsinn et menons 
en Q la perpendiculaire à oy qui coupe le cercle en M et M'. Tous les arcs 
dont le sinus est Ôtj sonl lerrainés en H et M'. Soil ?\ l'exlrémilé de 
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la m''™ parlie du plus petit arc positif AM. Les m"»™ parties de tous les 
arcs terminés en M auront pour extrémités les sommets d'un polyg-one 
régulier de j» côté?, insopit dans le cercle, NNjN^... 

Cela étant, distinguons deux cas : 

i° m est iwpair. — Dans ce cas, a étant le plus petit arc pasitîC AM, 
l'ai'c mr. — a est terminé en M'. Les m''""' parties de ces deux arcs sont 



"î-îr^ 


' 


/é^- 






. 'l\ 








"M 






x^ 


^' 







— et -■ et, par suile, sont terminées on dos poiiits N elN' (/i;;. flO) symé- 
triques par rapport à oy. Tous les arcs terminés en M' ont donc pour 
wi'^""" parties des arcs terminés aui sommets d'un polygone régulier 
de wi côtés, N'iNINj... symétrique du polygone NN^Nj... par rapport à mj. 
Les 2m sommets des deux polygones se projettent donc, deux par deux, 
aux mêmes points sur oj/ et ont Jes projections deux à deux symétriques 
par rapport à o sur ox. Il y a m valeurs pour les sinus et 2m valeurs, deux 
à deux égales et de signes contraires, pour les cosinus. 
2' m es( pote. — Alors (jîi/. 61), il n'y a, dnns le cas le plus général, 
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aucune relalimi de symétrie enfre les deux polygoues NN,Nj... N'NjN^... 
par rapport ans axes ose et oy. Les 2m sommets des deux polygones se 
projettent donc en 2m points distincis surox eloy et il y. a 2m valeurs pour 
les cosinus ainsi que pour les sinus. Ces 2m valeurs sont, deux à deux, 
égales et do signes contraires car, m étant pair, les sommets d'un même 
polygone NNiNi... sont deux à deux diamétrale meut opposés. Il en résuUe 
qu'il n'y a l)ien que m valeurs pour les tangentes. 




On peut cependant vérifier, sur la figure, un fait intéressant, c'est que les 
Zm valeurs des sinus sont les mûmes que les 2m valeurs des cosinus. En 



effet, si— est impair 
miné en M'. Les m""" 






c terminé en M, l'arc — 



:[ est ter- 



parties, — et - — —, sont donc des ores complémeri- 
toires. Les sommets du polygone H'N^N^... sont donc, respectivement, les 
extrémités des arcs complémentaires de ceux qui ont pour extrémités les 
sommets NNiN^.... du premier polygone. 

I terminé on M . 



^ est pair, a éUint un arc AM , Tare ^ t: -|- « est a 
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Les m'''"'" parties, — et- + ~i sont terminées eu doux sommets du mfime 
polygone NNiN^... Les arcs terminés aux sommets d'un rnSme polygone 
ont donc pour les sinus et les cosinus la même série de valeurs. 

Ce résultat serait d'ailleurs facile à vérifier sur l'équation (a) qui ne 
change pas quand on y remplace a; par \'i — a^. 

On ponrrait encore ici interpréter les l'ésultats d'une autre manière. 
Nous laissons au lecteur le soin de le faire, eu suivant une niarclie iden- 
tique à celle que nous avons suivie dans le problème précédent. ' 

198. Problème III. — Calcidci' les Uijiics triijOnomilHqiies des arcs—, 
eoimaissarU igif. 

Dans la formule [72] du n" 190, remplaçons a par —, puis, cliassons les 

iléiiomina.teurs. Nous obtiendrons uinsi l'équation 
{6] C',, tg " — C,^,, tg^ - + Ci^ Ig" -^ — . .. 

= tg« l^d -c,;ig'J + cl tg'^— ...] 

qui donne tg- — en Tonctioiï de tg a. 



et ordonnons l'équation suivant les puissances croissantes de x, elle 

(7) tg a — C,', X — C^, tg a-x- + Cl^ ai' + C', tg a-x' = U. 

C'est une équation de degré m dont le dernier terme est i 

± tg a-w'", si m est pair et ± m'", si m est impair. 

tille a m racines que l'on pourrait séparer, comme nous l'avons fait dans 
le cas de la trisection, en substituant dans le premier membre de l'éqtia- 
tion (1) les {m + i) nombres 

et véi'i liant que les résultats sont, nlternativement, du signes contraires. 
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eS3 
rexisteiicc do 



L'intei-préfation suivante mi;t, d'ailleurs, bien en 
ces m valeurs. 

Soit l't l'axe des tangentes (fig. 62) relatif aux arcs d'origine A. Prejions, 
sur t't, un segment AT éfral à tg a. I,e diamètre du cercle liisonométrique 
qui passe par T a pour extrémités H et M', qui sonl les extrémités de tous 
les arcs d'origine A ayant AT pour tangente. Les m™'" porlics de tous les 
arcs lerniinés en M et en M' ont pour extrémités les sommets de deux 




polygones NN^N^..., lYN^N^..., r6;juliers, de m côtés, inscrits dans le cercle. 

1° Si m est pair {fig. 62), cliacun des deux polygones ayant un nombre 

pair de côtés, ses sommels sont deux à deux diamétralement opposés. Les 

arcs terminés aux m sommets d'un même polygone n'ont donc que — tan- 



2° ( 



; il y a donc m valeurs pour les tangentes, 
m est impair {fig. 63), et si a est un arc terminé en M, 



tr.-\-a est 



un arc terminé en M'. Les m''""" parties — et j: -f- y sont donc des arck 
terminés en des points N et N' diamétralement opposés. Il en résulte que 
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les sommets des ileas polygnnes NN^N^..., N'NiNj... sont, deux à dei 

diamétrale ment opposés, il n'y a donc encore que m langenles. 




Pour les SLUus et les cosinus il y a, dans les deux cas, 2m valeurs 
à deux égales et de signes contraires. 

EXERCICES 

89. Développer les formules qui donnent 

{a+b + c + d), sin {« + 6 + c + d) 
i et sinus des avcs n, 6. e, d. 
ixisle-t-il entre les tangentes de m ares dûcjt la 



en fonction (3es coslm 

90. Quelle relation existe-t- 
est nulle? 

ItécipToijuement, cette relati 
eiisie-t-il entre les arcs? 

Ménie question lorsque la s 



!S tangentes, iStant vénlîée, quelle relatio 



y Google 



APPENDICE. 



-5=J;i-</3^ 



calcHler les lignes de 1'; 
De mÉniB, sacliaiilquï 



caltiiIOL- los lignes de l'are-;. 
93. .A.|)pliqijer les problèmes généraux des a" 197 i 193 au cas <le m - 



Comme exemple nu 


mérit(ue, calculer les lignes île l'arc 


--, sachant que 


Comparer les résu II 


ats à eeui du second exercice 09. 




U. mmoiiti-er.pari 


jne voie géométrique, que la somme 


! des racines de i'équafion 


qui donne cos —, cor 


inaissaiit cos a, est nulle. 




(On prouvera, poui 
joignant le centre d'ur 


■ cela, que la somme géométrique 
1 polygone régulier à tous ses somm 


des vecteurs obtenus en 
ets est nulle). 



CHAPITRE III 

RACINE m«™ D'UNE IMAGINAIRE. - ÉQUATIONS BINOMES 



200. Roeiiio jii'^™iî tl'diie li>i»g:liiaii-c — Trouver une radna 
îii**"'" trime quantité iinagimire, c'est Irouver une autre quantité imaginaire 
dont la puissance m'*™ soit égale à la première, 

La formule de Moivre [68] {n" 18U} nous donne, immédiatement, la 
solution trigonométrique de celle question. 

Supposons, en elïel, qu'on ait mis k quantité imaginaire donnée sou* 
forme trigonotnéirique, 

)■ (cosa-|-isinn), 
et soit 

^ (cos ;> + i sîn «) 
une racine m'™'^ On devra avoir l'âgalité 



[p (ces .. + t >in ..)]'" = >■ (et 
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qui, en vertu de la formule [68], s'écrit : 

Comme il n'y a qu'une seule manière <le meltre une quantilé iinagÎQaire 
sous forme liigonométrique, celle égalilé ne peut avoir lieu que si les 
modules des deus membres sont ô^aux et les argurnenls congrus. 

On doit donc avoir : 

f™ ^ ,■, nw = ^ + 2kT., 
k étant un entier positif, m/galif ou nul. On en lli'c pour f une seule valeur : 



Toutes les racines m''''"' 
comprises dans la foi'mule 



[74] 



"Ks-t)--e+¥)l 



Il est, d'abord, aisé de se rendre compte que, lorsqu'on donne à S toutes 
les valeurs entières positives, négatives ou nulles, possibles, celte formule 
fournit m racines différentes, et m seulement. 

Remarquons, à cet effet, que si on donne à k deux Tuleurs qui diffèrent 
entre elles d'un multiple de m, les deux valeurs correspondantes [74] sont 

égales, car si k varie d'un mulfiple de m, — ^ varie d'un multiple de 2x et, 

l'argument do l'imaginaire {74] variant d'un multiple de 2ir, celte quanlité 
conserve la même valeur. 

Donnons, alors, àft,)«valeursentièresconsécutiv 
par exemple. Nous obtiendrons m racines qui 
llnctes, car les arguments de de^ux de ces racines ne sont pas congrus. Si 
l'on donne, ensuite, à k, une valeur entière quelconque, on retrouvera 
certainement l'une de ces m racines, car tout nombre entier, positif 
ou négatif, ne diffère de l'un des nombres 0, 1, 2, ..., (m — 1) que d'uji 
multiple de m. 

En résumé, la quanlilé imaginuire 

r (cos îc + i sin a) 



y Google 



APPENDICE. 
( m''""-' et m seulement gui sont : 

l" Toute quantité reelle a a. m racines hi'^'"". -— S 
écrire {-1-184): 



Si fl est négatif, ou peut Bcrire : 
3l les racines m'^""'' sont : 

5" l.a quantité i s'écrit ; 



201. É<iu«»tIons binôuie». — llésoudre une équation Linôme 

(1) x"-a=.0, 

où a est un nombre réel ou imaginaire, c'est trouver tous les nombres 
complexes a; dont les puissances m""™ sont égales à a. C'est donc chercher 
toutes les racines rn^'''"" de a. La résolution de l'équatiou binôme [i] et. le 

Lbçons de Tbioûsouéibie. JÛ 
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sont donc deux problèmes identiques. On en 
inôme a m racines distinctes, puisque tout 



calcul des racines m™" 
conclut que toute éqtiali 
nombre a am racines m'™"^. 

Nous avons déjà montré en algèbre (') que, dès qu'on connaît jing racine 
de l'équation (I), on obtient toutes les autres en multipliant cette racine 
par toutes celles de l'équation binôme 



(2) 



= 0. 



En effet, soit b une racine de l'équation (i), 



et x' une autre racine quelconque de la même équation. Posons 



Comme on a, par hvpothèi- 



(ï)"- 



c est donc bien racine de l'équalion (2). 

Réciproquement, soit c une racine de l'équation (2), le produit 6e sera 
une racine de [0 car, puisque 



L'étude de l'équation {!) se ramène donc à celle de l'équation (2). 

Les racines des équations binômes de la forme (2) jouissent de propriétés 
remarquables que nous allons établir, en nous servant de Ja forme 
tri go nom étriqué que nous leur avons donnée. 

Dorénavant, nous désignerons par x^ la racine de l'équation 



dont l'espression est : 
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On obtiendra, comme nous lavons expliqué plus haut, les m raciaes de 
l'équation, c'est-â-diie les m racines, m'"'"^ de l'unité en donnaut, h k, m 
valeurs entières consécutives, par exemple les valeurs 0, 1, 2, ... (m— I). 
Les ta racines seroni, alors, désignées par la notation 



)2. Théorème. — Les racines imuginaires de l'équation bin 



sont, deux à detiœ, œnjtiguÉeK. 
En effet, considérons les deu) 



On eo conclut que !s^^^_ est conjugué de x . Ainsi, œ^ et x^ 
et ^„;_2, etc., sont conjugués. Il faut remarquer que, dans tous les ci 



a est impair, c'est la seule racine réelle et toutes les autres sont 

naires, conjuguées deux à deus. 

n est pair, il y a une autre racine réelle qui est 



qu'on peut considérer comme conjuguée d'elle-même. Il y a donc, dans ce 
cas, deux racines réelles, + 1 et — 1, et m— 2 racines imaginaires, 
conjuguées deux à doux. 
Exemples. — 1" L'équation 



a trois racines : 

2;: , , , 27= 1 , . v'ï 

.,= 1, ,,= cos- + .sm-=-- + ',.---, 
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a quatre racines, 

203. Théorème. — Le produit d« phisieiirs nicincs de l'égiutlion 

.v'"— 1 =0 

est oîissi racine de cette Équation. 

Soient, en effet, w^_ , x^. , ... a;^ , avec nos notations iiabitaclles, 

p racines clo l'équation dont les arguments sont 

Zk^T. 2ii.^T. 2li^r. 

m ' m ' ■ ■ ' m 
D'après le tliëorème du n° 1S7, le module du produit est 1 et Targimient 

5(S,-l-S-,-|- ... -f fc^,)' 

des arguments. Ce produit est donc égal à la racine iCj, >(, i , j, ■ 

Corollaire. — Toute ptiîssance entière et positive d'une racir,e de l'équation 



est missi racine de cette Cqualir,n. 
Car, d'après m qui précède, on a 

204. Théorème. — Le quotient de deux racines de i'èquation 

ic'" — 1 = 

esf oussi racine de cette équation. 

Car les deux racines x^ et Wj^ ayant pour module f et pour arguments 

— -, — , leur quotient -^ a pour module i et pour argument 



Ht*. On. donc: 
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e racine di l'équation est '> 



Corollaire. - Toute, puissance entière négative de Véquation 



est aussi racine de celle équation. 

Car, d'après ce que nous venons de voir, on a ; 

'■"''""=©"=("-''"=■''-'"■ 

Remarque. — Le lecteur a, sans doute, été frappé p;ir co fait que les 
O|jét'atio[ia ftlTeotuées sur les racines .t,. de l'équation binôme 

,1^'" — 1 = 

jouissent des mêmes propriétés que les opérations effectuées sur les 
puissauces d'un même nombre, l'indice È jouant le rôle d'un exposant. 
Cette analogie trouvera son explication dans le fait, que nous allons 
établir, que les diverses racines de celte équation sont las puissances d'un 
même nombre. 

205. Racines iirimltlvc*. — Définition. — On appelle racine 
primitive d'une équation bin<''inc 

x'" _ 1 = 

toute racine de celte équation qui n'csl pus racine d'une équation binôme de 
même forme et de degré moindre. 

L'existence des racines primitives sera établie par les propositions qui 



(1) ^>"-l=0 

est aussi racine de toute équation de même forme dans laquelle l'eieposanlde x 
est un maltiple de m. 

Cette proposition est presque évidente, car si a est une racine de 
l'équation {(), on a : 

a" = i , 
donc : 
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a est donc aussi racine de l'équation 

x""' —1 — 0,. 
quel que soit l'entier \i. 
206. Théorème. — Les racines communes à doux équations binômes 

(i) ^■"—1=0, (3) ,x'' - i = 

sont toutes les racines de l'équation 

(3} x'' — \ =0, 

d étant le plus grand eommun diviseur des deux nombres m et p. 
Soient, en effet, a:^ et x'^^ deux racines des équations {i] et (3) dont les 

arguments sont et — ■' . Pour que ces deux racines soient égales, il 

faut et il suffit, comme elles ont même module, que leurs arguments 
soient coufirns. On doit donc avoir : 



Soit (i! le plus grand commun diviseur de m et p, et m' et p' 1 
quotients de ces deux nombres par d. L'égalité précédente s'écrit : 



m' divise le second membre de celte égalité, il divise donc hp' — hm', ce 
qui exige, puisqu'il divise km', qu'il divise kp'. Or, m' étant premier avec 
p', ne pent diviser hp' sans diviser k, on a donc t 



)■ étant un entier ; et, par suite, 

k _ rm[ _ r 

m ~ dm' a 



et, par suite, que a',^ est racine de l'équation (3). 
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Toute racine commane auï équations (1) et (2) est donc bien racine de 
l'équation (3). 

D'ailleurs, réciproquement, toute racine de l'équation (3) est bien une 
racine commune des équations (1) et (2) puisque m et j» sont des multiples 
de ri (n" 205). 
Corollaire I. — Si m e( p sont deux nombres premiers entre eux, les deux 



-1 = 0, 



rt'ont pas d'autre racine commune que ta racine 
Car, dans ce cas, iî= l. 
Corollaire II. — Tmite racine de l'équalion 



qui n'est pas primitive, est racine d'une équation dtméme forme dans laquelle 
l'exposant de x est tin diviseur de m. 

Car a n'étant pas racine primitive de #' —1=0, est racine d'une 
certaine équation x'' — i = 0, p étant inféiieui à m. Elle est donc aussi 
racine de l'équation 



d étant le pltis ^rand commun diviseur de m etp. 

207. Théorème. — On obtient toutes les racines p-imitices de i'équalio', 
binôme 

(1) x™-l = 0, 

en donnant à k, dans la formule générale 



des valeurs entières, positives, premières avec m et plus petites que m . 
Cherchons, en effet, l'équation binôme 

(3) a/' — 1 = 

de degré moindre que vérifie une racine .r^. Or, pouf que l'on ait 
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Soit 8 le plus j^raiid conimim diviseur de k el m, et /;' et m' les quolici 
ie ces deux nombres par 3, on a : 



Pour que m' divise k'p il faut et il suffit, puisque b' et m' sont premiers 
entre eux, que p soit un multiple de m'. La plus petite valeur de p est 
donc m'. Nous arrivons donc au résultai intéressant que voici ; 

Véquation btnome (3) de plus faible degré que vérifie la racine Sj. de l'équa- 
tion (i) est eelle dont le degré est -^ , 6 étant la plus grand commun dkifeur 
entm m et k. 

Pour que œ^ soit racine primilive, il faut que l'équation (i) soit préci- 
sément l'équation binôme de degré moindre vériiîée par celte racine. Il 
faut donc et il suffit, pour cela, que l'on ait S := 1, c'est-à-dire que k soit 
premier avec m. 

D'ailleurs, comme on obtient toutes les racines de l'équation (1) en 
donnant, Ix h, les valeurs 0, 1, 2, ... (m — l), on aura toutes les racines 
primitives en prenant, pour k, ceux de ces nombres qui sont premiers 

On peut remarquer que les racines primitives sout deux à deux 
conjuguées, car si k est premier avec m, il en est de même de m — k. Donc 
si x,^ est une racine primitive, il en est de même de k racine conjuguée 
*'ra-fr i^" ^02). Le nombre des racines primitii*es est donc toujours pair. 

Corollaire. — L'équation binôme 



admet autant de raebies primitives qu'il y a de nomùrcs entiers positifs 
inféi-îeurs à m et premiers avec Itd. 
208. Tkéorème. — On obtient toutes les racines de l'équation fAnÔme 

(1) .v'"-l = 0, 

en élevant une racine primitive quelconque à m puissances entières consé- 
cutives. 

Soil, en effet, a une racine primitive do l'équation (1) et considérons !cs 
... „..: ,^ successives : 



D'après le corollaire du n" 303, tous ces nombres sont des racines do 
l'équation (I); pour prouver que ce sont tontes les racines, il suffit de 
prouver que ces m nombres sont différents. Soient, alors, a'"*", a' ', k étant 
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supérieur ù h, deus des nombres de cette siiile, je dis qu'ils sont diUïreoLs. 
Car, s'ils étaient égaux, on aurait : 

g^l + l' _ l^V + l' _ ^V¥' fjj*-'' J] _ 0, 

Comme :,''+'' est dillereot do zéro, ceci exigt-rait que l'on ait ; 

a"-'' — 1 = 0. 

Or, S et h ôlaiit au plus t'gaux à m — 1, il en est de môme de k — h et 
cette égalité exp limerait que a est racine d'une équation binûme de degi'é 
inférieur à m; ce qui n'est pas, puisque, par hypothèse, n est une racine 
primitive. 

Eu particulier, les nombres 



sont les m racines de l'équation (1). 

Remarque [. — Les puissances successives d'une racine quelconque a de 
l'équation (I) forment une suite périodique; le nombi'e des termes delà 
période est le degré de l'équation hinûrao de degré moindre que vérilie la 
racine a. 

Kn eli'et, si 
{2) ^"-1 = 

est réquation de degré moindre que vérifie le nombre a, ce nombre est 



(es ji premiei-s nombres sont dilierents; ce sont, coram 
le voir, les f racines de l'équation (2). A partir do o. 
reproduisent dans le même ordre; car 



Plus généralement, k élant un entier, posilirou négatif, 

liEM.uiQUE II. — l.a racine 

_ =^ 4- ■ s- Hl: 

est cerlainement une racine primitive de réqnation (1) ; il resuite de là que 
les m racines de celle équation sont : 
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Ceci, d'ailleurs, résulterait oacore de ce fait que (n- 203) 

(»,)' = «.- 

ExE>[PLES. — 1° L'équation binôme 

a:' — 1 ^0 
a deux racines primitives : 

___ ^ , ■ ■ ?!;__^ _L_ -Û 
ii'i — cos .^ -r j sin ^ — ^ ' ^ 2 ' 

= il: j_ ■■ ■ *!; = _i_ -Û 
Xi - cos ^ H- i s,in ^ - ,_^ I g . 

Désignons l'une d'elles par j, l'autre sera égale <à j'^. Les trois r 
donc: 

2" L'i^qualion 

œ*— 1 = 
a deux racines primitives : 



Les quatre racines de l'équation sont donc les quatre pretn 
sauces de i ou de — /. 



209, Théorème. — p e( q étant deux norabres entiers, premiers entre eux, 
on obtient toutes les racines de Véquation 

(1) s"- 1=0, 

en mnltipljtmt, respectivemsnt, toidei les racines de l'éqwition 

(2) ,.'-1 = 0, 
par eetles de l'équalion 

(3) i' - I = 0. 

De plus, on obtient toutes les racines primiiivei de l'équation (1) en multi- 
pliant entre elles les racines primitives des équations (2) et (3). 
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. _ 5^ _L ■ i, £^ 

■^»-cos ^j I Slil ^^ , 

, _ 2A;; , , ^hr. 
'\ - ''OS ^^ - - 1 sin ^ , 

<leiix racines ries équations (2) et (3), Leur produit a poui' argiii 

2kr. , 2h7:_ 2{kq-\-hp)r . 
P ' 'I ~ PS 

ce qui prouve qu'il est racine de l'équation (l). 
Bécip roque ment, soit 



une racine de Téquation (])- 
On pourra toujours trouver deux nonilires entière h et h tels que To 

ïfc , S/m 2c- 



car, d'après un théorème d'arithmétique (') connu, on sait que, p elq étant 
premiers entre eux, on peut toujours trouver deux nombres k, et h vérifiant 
l'égalité (4), r étant donné, k et h étant trouvés, on a donc ; 

La première partie de la proposition est donc établie. Supposons, main- 
tenant, k premier avec p et A premier avec^, kq + ftp sera premier avec 
pq. S'il existait, en effet, un diviseur premier d, commun à kq -\- hp et pq, 
ce diviseur devrait diviser p ou q. Par exemple, supposons qu'il divise p; 
il divisera alors kp et, divisant aussi kq + hp, il devrait diviser kq. Divisant 
kq, il diviserait soit k, soit g, co qui n'est pas possible puisque ft et g sont, 
tous deux, premiers avec p. 

Réciproquement, si r est premier avec pq, les deux nombres k et h qui 
vérifient l'équation (4) sont aussi premiers l'un avec p, l'autre avec q. Car 
si, par exemple, k avait un diviseur commun avec p, co diviseur divis'erait 
kq et hp, donc )-, et r aurait un diviseur commun avec p (ou pq), ce qui 
n'est pas. Il résulte de là que le produit de deux racines «,^, iK^ }>rmilives 
des équations {i) et (3) est une racine primitive de {i) et que, récipro- 

ll) Voit, âaas les Lf.fOKS rfAnVAm^ii^dede M. Tannci-y, lo3 n"' SOD-511. 
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quement, toute racine primitive S,, de (1) est le produit de deux racines 
primitives de (2) et (3), 

Corollaire I. — p,, pg, ... p^ étanl k nombres entiers premiers deux à deux 
et ni leur produit, on obtient toxiles les racines de l'êqvatimi 

en faisant tous les produits obtenus, en prenant, de toutes les façons possibles, 
k famés des équations 



En particulier, on obtient les racines primitives en faisant les prodtdts des 
racines primitives. 
Corollaire II. ^ Pour résoudre l'équation binôme 

x" — j = 0, 

il suffit de résoudre les équations de marne forme obtenues en remplaçant 
l'exposant m successivernent par ses facteurs premiers affectés de leurs 
exposants respectifs. 
Ainsi, par exemple, pour résoudre l'équation 



il suffit de l'ésoiidi'e les trois équations 

3,1 — 1 = 0, 
,1T^ — 1 = 0, 

a:- _ t = 0; 

et de faire les produits des racines de toutes les manif 

Remarque. — Le théorème précédent se rattache à une intéressante 
proposition d'arithmétique. 

Désignons par f{m) {') le nombre des nombres premiers avec m et au 
pl,n«g.,ii4iiv. 

Il résulte, de ce qui précède, que le nombre des racines primitives do 
l'équation 



est f{m]. p ctnnL premier avec q, le nomli 
l'équation 

a'' -1 = 
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esl, d'une part, ç {pq); d'autre part, ce nombre est aussi f{p] X ■?{''!), 
puisque les nombres des racines primitives des équations 



sont 9{îilet ç{q}. On a donc: 

?(mI = ?(p)ï(î)- 

Cette proposition sntfit pour trouver l'espression de f {m\ lorsque m est 
décomposé en factetirs premiers. 
Exemple, — L'équation 



, jjj^ dont doux j et j^ sont primitives. L'cquntlon 



a quatre racines 1, i, — 1,^', dontdei 
L'équation 



J, V- -h —'h 
dont quatre sont primitives : 

y. — y. 

v^ — '?■ 
Ces quatre rauincs primitives sont dune de la forme : 



210. Polysones rûsiillei's. — I! esiste, entre le problème de 
l'inscription des polygones réguliers et celui de la résolution des équations 
binâmes de ia forme 

(!) ,ï-"-J = 0, 

une relation intime. 

Supposons, en effet, que, dans le cercle trigonométrique de rayon 1, 
on ait inscrit un polygone régulier de m côléa obtenu en divisant la circon- 
férence en m parties égales et joignant îes points de division de p en p 
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(p premier avecmelplus petit que ^]. Soit AM {fiij. 64), un côté de ce 
polygone. L'arc AM a pour mesure — . ALaissons de M la perpendiculaire 
MP sur le rayon OA. Le segment "ÔP sera le cosinus de l'arc AM. On a 




Dès qu'on connaît AM on connaît OP 
et, réciproquement, la connaissance 
de OP suffit à la détermination de AM. 

Or, cos ^ est la partie réelle de la 



de l'équation (1). On voit donc que, dés qu'on sait résoudre cette équation, 
l'on sait aussi inscrire lea polygones réguliers de m côtés. 

Pour que AM soit bien le côté d'un polygone régulier de m côlés {et non 
(le moins), il faut {^\ que p soit premier avec m. Il suffit d'ailleurs, pour 
avoir tous les polygones réguliers de m côtés, de prendre, pour p, tous les 

nonihres premiej-s avec in plus petits que — ; car, en joignant de p en p et 

de m~p en m—p, on obtient le mÈme polygone. Ce fait résulte d'ailleurs 
de ce que les deux racines as et af^ sont conjuguées et, par suite, ont 
même partie réelle. Il s'ensuit . qu'à tout couple de racines prÎTrùtives 
conjuguées de l'équation (1), correspond un polygone régulier de m côtés 
et réciproquement. 

II y a autant de polygones réguliers de m côtés qu'il y a de couples 
de racines primilives conjuguées de Fiquation (1). Jl y en a donc 
5 f (m). Le calcul algébrique des racines primitives de l'équation [1| et VinsuHp' 

Uon des polygones réguliers de m côtés sont cteuie problèmes du même ordre de 
difficulté. La résolution de l'un entraîne celle de l'autre. 

DÈS qu'on a résolu l'équation (I), le calcul de la longueur du côté AM se 
fait sans difficulté, car on a : 



■W^{' 



>h; usas lui Leçons de Géeméirk ào M. lladaniard, lo chapLtr 
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On peut, alors, former une équation aj'ai 
valeurs de A.M. Remarquons, k cel efTet, que I 



— = a: = cos -^ r sm -*— . 

On en concliil : 

«„ + i = 2cos?e. 
Si donc on pose ; 

dans l'équation (1), débarrassée au préalable de la racine 1 et de la racine 
— 1 (si elle l'admet), on aura une équation en y qui a pour racines les 

diverses valeurs de 2 cos -^. Nous poserons, dans celte nouvelle équation 

en y, 



y = -i — z- 

et nous aurons, lînalement, une équation on s qui admettra pour racines 
les diverses valeurs de AM. 

Si on ne voulait avoir que les c6tés des polygones réguliers ajant effecti- 
vement m côtés, il faudrait faire les transformations qui précèdent sur 
l'équation obtenue en débarrassant l'équation (I] de toutes les racines non 
primitives. 

On pourrait encore rattacher ce calcul, au moyen d'une remarque faite- 
plus baut, àla résolution d'une équation binôme, d'une façon plus directe. 

Nous avons montré, en effet, au n" Tl, que le côté AM du polygone 
régulier inscrit de m côtés, obtenu enjoignant dep en p, est le double dii 
sinus du demi-arc sous-tendu. On a donc ; 
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lefficieiit (le i dans la racine 



(2) ,P"-i^o. 



Si donc ou prend les doubles des parties imaginaires des racines x'^, de 
l'équation (2) (p premier avec m et plus petit que — ), on oura les côtés do 
tous les polygones réguliers de m côtés. Les parties réelles donnent les 
apothèmes coi-respondants. Ainsi, cos ^ est l'apothème du polyf^one 
régulier dont le côté est AM. 

Nous avons montré, au n°7l, comment la connaissance des longueurs des 

eûtes des polygones réguliers permettait de calculer les hgnes des arcs ^. 

Ce qui précède nous montre comment, réciproquement, la connaissance 
de ces lignes ou, ce qui revient au même, la résolution de l'équation (2) 



EXERCICES 



e qiianiilo 



96. a,, ai, . .. a,„ étant p quantités complexes fixes et z une quantité ima^'i- 
naire variable, étudier la variation de l'argument de l'expression 

loreque le point dont a est l'afllxe décrit une courbe ferraâe dans le plan. [Comparer 

de z'', la formule de 



Montrer que celte formule n'est plus e.iacte qu'à un multiplicateur près. 
98. Résoudre, trigonométriquement, les équations binômes 
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1 qui domie cos — , coniiaissanl cos tc^ — 1 . Metlre 
iste entre la résolution de cette équation el l'inscription 

équations binômes 

er, démontrer que 



CHAPITRE IV 



RÉSOLUTION TRIGONOMÉTRIQUE DE L'ËQUATrOM 
DU TROISIÈME DEGRÉ 



211. Eqnatloa dn itceond dc^i'é. — Nous avons, au n" 123, exposû 
deux méthodes pour la résolution Irigonométvique des équations du second 
degré lorsque les racines sont réelles. Nous allons, pour compléter la 
question, montrer maintenant comment on peut calculer trigonomé- 
ti'iquement les racines d'une telle équation lorsque ces racines sont 



une Équation de second degré, à coefficients a, 6, e réels, 
racines sont imaginaires; c'est-à-dire telle que 



(2) 6^ — Inc < 0. 






Ces deux racines sont; comme on sait, imagimiire* 
peut les mettre sous la forme : 


i conjuguées 


et ou 


, ( a-' = p[cos<p-!- isiuïl, 
(') (^^ = F[cos?-isinïJ. 
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On peut toujours supposer qae x' est Ja racine telle que le coefficient 
(le i soit positif et, par cotiséqaeiit, on peut toujours admettre que f est 
un angle compris entre 0" et 180°. 

Ceci posé, on a les relations : 



On en tire, ;; élanl essentiellement posltil' ; 

£ étant égal à -j-i ou— 1 suivant que a est positif nu négatif. 

Les foi-mules (4), calculables pai- logarithmes, résolvent la question. Elles 
sont toujours acceptables. Car, d'une part, la condition (2) exige que 
- et ac soient positifs; d'autre pai't, cette même condition s'écrit : 



4«c 

ce qui exprime que le carré de la valeur de costp est plus petit que 1. 

Elles donnent pour p et fp une seule valeur; car, d'après ce que nous 
avons dit, on devra prendre pour ç la valeur comprise entre 0° et 180", et 
il n'y en a qu'une. 

Connaissant p et ç, on aura les parités réelles p cos tp et les parties 
imaginaires p sin ^ de a^ et x" par des calculs logarithmiques. 

212. Éqantiun du ti>oi«<ièino dcsiM>. — Une équation du troisième 
degré est, par définition, une équation qui, toutes réductions faites, peut 
se ramener k la forme : 

(1) ax'^-^hx^-\-cx + d^ . 

Cette équation est susceptiMe d'une simpHlication importante que nous 
allons d'abord effecluer. Posons, à cet effet. 
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; sera racine de l'équation 

a {y + Aj' 4- b{y + h)-' -\- c{y + h) + d = l) 

wf + [3ah + b]y3 + [3uh^ + 2bh + c]y + ah' -'r bk'^ + eh + d =0 . 
Choisissons le nombre k de façon à annuler le coefficient de y^. Prenons, 



et l'équation en y prendra, après avoir divisé les dens membres par a, la 
forme : 



La résolution de l'équation (1) est ainsi ramenée à celle de l'équation (2) 
qui n'a pas de terme du second degré. A cbaque racine y de l'équation (2) 
correspond une racine de l'équalion (i) donnée par la formule : 



213. Résolution algébrique. — Pour exposer les méthodes trigonomé- 
triques de résolution de l'équalion du troisième degré, il nous faut 
reprendre rapidement la méthode classique de résolution algébrique. 

Soit 

(1) Xi+px + q = <i 

i équation, ramenée à la forme simplifiée, p et 5 étant réels. Posons 

(a) .i^ = H-ï- 

On aura, entre y et 2, la relation : 

(3) !/^ + ï' + î + (y + ^){3ï/ï + p) = 0. 

Comme l'inconnue m a été remplacée par deux inconnues y et s, on 
pourra les astreindre à vérifier une relation supplémentaire. Choisissons 
j/ et s de façon que, dans l'équation (3), le coefficient de (y + ï) soit nul. 
La résolution de l'équation (1) est ainsi ramenée à la recherche des 
solutions y &l z des doux équations simultanées 



w 



■y^ + 5' + î = 



A. tout système' de sol Ut ions y et i du système (4) correspond une solution 
f de l'équation (1) donnée par la forniule (2). 
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Pour résoudre le système (i), 
générale 



■ y' 



I ...-(ly, 



-($) 



(5) !/• = ï , -.' = Z, 

Y et Z sont (lotie les laeincs de l'éqttation dtt second degré 

(6) X-+,X-(S)" = 0. 

C'est ce qu'on, appelle la résolvante de l'équatioiî (1). Y et Z élaiit les 
deux racines de cette éqaalion, on aura i; et s en résolvant les équations 
binômes (3). 

En fait, il vaudra mieus ne pas résoudre ces deux équations binômes 
et procéder de la façon suivante. Remarquons, eu effet, que le système 
(4)*" est un peu plus général que le syslème (4) puisqu'il a clé obtenu 
en élevant la première équation, 

P 

au cube. Four ne pas avoir de solutions étrangères voici donc comment il 
faudra procéder : 

Soil Y une racine de l'équation (6). On résoiit l'cqualiuu 



A chaque racine ij de celte équation ou l'ait correspondre la valeur de s 
donnée par la première équation (4) 



3^ 
a une racine x de l'équaliou (1) i 



Discussion. — Au premier aLord, il semble que la résolution précédente 
fournisse six valeurs pour x, car l'équation (6) a deux racines qui donnent 
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chacune trois valeurs pour œ. Il est facile de voir que chacune des racines 
de la résolvante roiirnit les mi'mes racines pour x. Soient en effet, A. et B 
les (Jeux racines de l'équation (6). On a : 

— (i)' 

Soit a une des racines cubiques de A, 



l'Égalité précédente prouve que 
La solution y = a, provenant de la racine A, donne, pom'?', I 



l.a solution ;/ — — ^, provenant de la racine B, donnf 



»(-!=) ^ 



donc, la môme solution. Il suffit doue de prendre pour V l'une des racines, 
A par exemple, de l'équation (6). 

Ceci posé, n étant l'une des racines cubiques de A, Les frois racines de 
l'équation 

sont a, <ij, ap ; j et j- désig-nant, comme toujours, les deux racines cubiques 
imaginaires conjuguées de l'unité. Les trois racines de l'équation (1) sont 

n + 6 , aj + bf , aj^ + bj , 

en posant, pour abréj^er. 



Pour reconnaître la nature de ces racines, distinguons trois cas ; 

1° les racines lîe larésolvante sont réelles et dislîncles. Kn d'autres termes. 



(i> 
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Nous pouvons, alors, prendre, pour a, la racine cubique réelle do A et 
b seru éyalement réel. La racine a + b est réelle. Les deux autres; 
"J "!" y*' "J + îy^ sont imaginaires coDJuguées. 

2' Les racines de la résolvante sont imaginaires. On. a donc 



I + 



(?)■<«■ 



a élant Tune quelconque des racines cubiques imaginaires de A, il est 
lise de voir que b sera l'imaginaire conjujçuée de a. Car le produit ab est 

.■éel et, de plus, les cubes ii^ et b' sont imaginaires conjugués puisque 



a et 5 Étant conjugués, i/j et &j' le sont également, ainsi que fj ' et hj. 
Les trois racines sont, alors, réelles, puisque chacune d'elles est la somi 
de 'deux quantités imaginaires conjuguées. 

3° La résolvante a une racine dotible. C'est-à-dire que Ton a ; 



(iy-(?)'=»- 

le simple réelle 
" ' ■ - V . 2' 



1- iij' = 'p + y = y - 1 (j + i') = - y - 



cine double réel! 



Formule de Cardan. — De ce qui précède, ou peut tirer une formul 
algébrique représentant les raciues de l'équation (1). 
L'une des racines (le la résolvante est, en effet. 



lar suite ; 



v/-|.\/(l)'+(f)' 
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La formule de résolution est donc la suiva 






dans laquelle c 

En remarquant que j est l'un 
de la résolvante, on peut écrii 



I, les liois valeurs de la racine 
les cubiques de la seconde racine 



^V-2W(0'+(fy+\/-i-v/(i)"-(?)'- 



n de formule de Cardan. 

;s cubiques doivent Stre choisies de 



Celte formule estconnue sous le n 

Les déterminations des deus raci 
façon que leur produit soit réel. 

Au point de vue algébrique, la formule (7) ne peut servir que lorsqu'une 
seule des racines est réelle. Dans le cas où les ti-ois racines de l'équation (I) 
sont réelles, elle devient illusoire. 

En effet, la discussion précédenle nous a montré que : 

1' Si les racines de la résolvante sont réelles, une seule des trois racines 
est réelle. Dans ce cas, la formule (1) est applicable, car on est ramené à 
extraire deux racines cubiques de quantités réelles. 

2° Si les deux racines de la résolvante sont imaginaires, la formule (7) 
conduit à l'extraction des racines cubiques'de deux quantités imaginaires. An 
jioinC de vue atgébi-igue, on est alors conduit à une impasse. Pour extraire, en 
effet, la racine cubique d'une quantité imaginaire, par une ïoie purement 
algébrique, on est amené à résoudre une équation du troisième degré dont 
les trois racines sont réelles. On revient précisément au pi-oblème qu'il 
s'agit de résoudre et la question n'a pas avancé d'un pas. 

Dans ce cas, la trigonométrie nous permettra de sortir de cette impasse, 
puisque, comme nous l'avons vu, on peut toujours, trigonométriquement, 
extraire une racine cubique d'une quantité imaginaire. 

214. Résolution trigonom étriqué. — La résolution de l'équation 



(I) 



x' + pœ + q = 







x. + ,x-(|)' = .. 
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Soient Y et Z les racines de cette équation, on calcule les moine 

(3j y- ^ Y, ;' = Z, 

et on associe deux racines ?/ et ï dont le produit est réel. On a 



Appliquons, alors, à l'équaliou (6), les méthodes que nous avons 
exposées aux n" 123 et 211. 

Il se présentera trois cas : 

Premier cas. p est positif. — Les racines de l'équalion ((î) sont réelles 
et de signes contraires. 

Suivons, pas à pas, la seconde méthode du n° \%i. Posons : 

E étant égal à -|- 1 ou — d, suivant que q est positif ou négatil'. On devra 

V -F Z = - q, 

ce qui donne, pour déterminer ç, 

(9) i.s!, = .!v/(f/, 

formule calculable par logarithmes. Cette valeur de IgS^ étant positive, 
fournira, pour f, un angle compris entre 0° et i'i°. 
Pour calculer y et î, posons : 

(10) tg» ^ - tg ï, 

et nous aurons ; 

y' = -(\/h*)'. .■ = -.(v/i»w)'. 

Les trois racines de l'équation (I) seront donc : 
^. = *\/f(!3^-cotg^), 
^-- ^ 'Vf (•'''8-'i'-/cotg'|), 

3-. = î y f (f is '{' — j cotg -1). 
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1 , .^5 ,, 

'=-2+'ï' '- 


1 V 


racines, les e>:pL-essioi 


is suivantes 


= " -' Va "'' ^*' 
= .y'|[oolg2«-j 


'JL] 

ina^J- 



Ces formules sont calculables par lo^aiiLhmcs, car les parties réelles et 
imaginaires de x^ et 3;^ le sont. 

Eu résumé, pour résoudre Téquation (1), on calcule d'abord l'angle f^ 
compris entre 0° et 43", donné par la formule (9} ; puis, l'angle |, compris 
entre 0'et43'', donné par la formule (10); les racines a^,, «î, Xj seront 
fournies par les égalités (H). 

215. Deuxième cas. — Les racines de la résolvante sont réelles. 



(1)'-© 



>0, 



mais p est négatif. Dans ce cas, l'équalion (I) n'a qu'une racine 
réelle. Posons, en suivant toujours la scco;ide mélhode du n" 12^, pour la 
résolution de l'équation (6), 

: étant é^al à 4- i ou —1, suivant que q est positif ou négatif. On a, alors, 
pour déterminer tp, l'égalité 



Cette formule est calculable par logaritbraes et la valeur qu'elle fouri 
pour sin 2f , est acceptable, car, puisque 



(i)-+(0'>»' 
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ce qui exprime que la valeur de sin^ 2ç est plus petite que 1. D'ailleurs, 
celte valeur de sin 2ç étant positive, on aui-a, pai' les tables, un angle o 
compris entre 0" et 45". 
Pour calciilei' y et :, posons, encore, 

(13) lf5^' i = tR ç, 

Les trois raciues de l'équation (1) seront donc : 

3-3 = — E V — \ if tg -!- + ;■ cotg I). 
Remplaçant j etj^ par leui's valeurs et si m pli liant, ou a : 



(14) »-,= .^-E[jij + i,'3col82«], 

On est donc amené à faire uu calcul analogue au préuédenl, ti- et ç étant 
deux angles compris enlre 0° et 45°, 

216. Troisième cas. — Les racines de la résolvante sont imaginaires, 
c'est-à-dire que l'on a ; 



(ff-(î)<- 



Celle condition exige, nécessairement, que p soit négatif. C'est le cas oii 
les trois racines de l'équation (I) sont réelles. 

Pour calculer les racines Y et Z de l'équation (6), appliquons la méthode 
exposée au ii°21i. Posons : 

V ^ p [cos f + i sin f], Z = p [cos ç - i sin ^j. 
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NoHS aurons : 


f- = -(!)', !pc.,ç = --,, 






et, pat' suite, 


.W^rr "••■.^,y 






f el-^ étant iiin 
aura i 


isi Oiiloiilés, par ces formules calculables par 


logariUirat 


».<» 


■■r - 


= (■ (cos ç -^ i siii cf), z'! ^ p (cos ? — i sii 


11?). 





On est ainsi amenû à exti-aire les racines cubiques de deus imaginaires 
mises aous forme tri fçono m étriqué. On a donc, pour y etî, Iroi? valeurs 
(n° 200} et il faut associer les valeurs conjuguées ; 

„.=W(c..J-M.i»|), =,=W(.o.|-<.„^), 
ï. = V;[co.(|+.20-) + .-.i..(|4«0-)], 

.,=v;[...(|+...-)-<.in(|+«.)], 

l/.=V;[oo,(|+2lO.) + i.i„(|+210-)], 
..=V;[=o.(|+!!iO-)_i.l,.(?+2M-)]. 

Finalement, les trois racines réelles sont données par les formules 
suivantes, en remplaçant p par sa valeur tirée de {loi : 

,^ -2i/Zëcos?, 

En résumé, on calculera f par la seconde formule (13), qui fournira tm 
angle f compris entre 0° et 180°. ç ayant été calculé, les formules (16) 
donneront les trois racine's par des calculs logarithmiques. 
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H est bon de remarquer que la formule (13) donne bien, pour cos s, une 
valeur acceptable. Car, puisque 

(-0 

ce qui exprime, précisément, que la valeur de cos ^f est plus pelite que 1. 

217. — Les méthodes de résolution précédentes auraient pu être 
présentées d'une façon directe, sans les rattacher, comme nous l'avons 
fait, à la résolution algébrique. Cette nouvelle manière est évidemment 
moins naturelle que la précédente. Comme exemple, nous l'eiposerons 
pour le troisième cas, celui où toutes les racines de l'équatloii (l) sont 
réelles. 

Considérons l'équation du troisième degré à laquelle on est conduit 
lorsqu'on veut résoudre le problème de la trisection, connaissant le cosinus 
de l'arc (n° 193). 

D'après ce que nous avons vu, si on pose 



y est racine de l'équalion du troisième degré 

iyi — 3;/ — cos ? ^ . 
Les trois racines de cette équation sojit ; 

"h ™(5+")' ™»(î +«»■■); 

elles sont donc conaues dès qu'on connaît f. 
Posons, dans cette équation. 



k étant un nombre arbitraire. Elle 
membres par ft' et divisant par 4, 
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Nous obtenons doue, ainsi, une équation Uu lioisièuie àegri dont nous 
«ouuaissons les trois racines qui sont : 

Cc..|, Sc„.(| + .20^), »c..(|.|-«0-). 

Ceci pose, soit 

une équation du troisième degré, ramenco à la forme simplifiée et ayant, 
par hypothèse, trois racines réelles, c'est-à-dire telle que : 



0)'Kiy<»- 



Si l'on peut déterminer un nombre k et un angle f tels que les 
équations (1) et (2} soient identiques, puisqu'on connaît les racines de 
l'équation (1), on aura, par là même, celles de l'équation (2). Or, cette 
identiQcation est possible. Posons, en effet, 



La première égalité (4) donne, pour k, des valeurs réelles, car la 
condition(3) ne peut avoir lieu que si p est négatif. Ou en tire : 

l'renons, par exemple, le signe (-!-) : 

(S) ^=^-1 

La valeur de k étant ainsi déterminée, la seconde équalion (4) domie : 



V(~iy 
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Cette égalité fournit bien pour cos o une valeur acceptable, car la 
condition (3), qui est vérifiée par hypothèse, s'écrit : 

("0 

ce qui exprime que la valeur de ces ^ç est plus petite que 1. 

Ea résumé, pour résoudre Téquafion (2) ou calculera l'angle 9, compris 
entre 0° et 180°, vérifiant l'égalité (6^. Cet angle étant calculé, les trois 
racines de l'équation (â) seront : 






L'équation (6) qui détermine f est identique h la seconde équation (la) 
du numéro précédent, el les formules (7) sont identiques aux formules (16) 
. On est donc ramené à faire exactement les mimes calculs 



Remarque, — IN'ous avons pris pour fi la valeur positive. 11 est facile de 
vérifier qu'en prenant pour A la détermination négative, on aurait retrouvé 
les mêmes racines. Ceci revient, en effet, à changer fi eu —S:, coss ei! 



-2\/-|c.s(|+300-) = 2v/-Eco,(| + «-). 

On retrouve donc Lien les trois mêmes racines ; ce qui devait avoir lieu, 
puisque l'équation (2) n'a que trois racines. Il y aura avanlage à prendre 
pour h celte valeur négative lorsque q est positif, a(in d'avoir, pour cosf, 
une valeur positive. 

Il serait tout aussi aisé de vérifier que les valeurs des racines ne changent 
pas si, au lieu de prendre pour l'angle ç la détermination comprise entre 0", 
et 180°, on prend une autre détermination vérifiant la relation (6). 
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218. Exemple nujiébiqijE. — Résoudre l'équation 
re' — 2i,648a; + 7,344 = 0. 
On a, ici, 

S — _7,2IG 1 = 3,072, 

et, comme il est facile do le véi'iliei', 

■■)<o. 



©■-Kl)'< 



Les trois racines sont réeHes. NniTs appliquerons Uoiic la méthode dea 
11- SIS et 217. 
q étant positif, prenons le signe — devant h ; 



^v/=l- 



V(-i)" 





\/(7,-316)' 




' .,= ..0.|, 




.. = .c.,(î +,»•), 




( «,= «co.(| -,-.*„.). 




1" Ctdcid de f. 


lofj'. 


;os ç = lot, 3,672 + |co;yfl 7,216. 




iog 3,672 = 0,S649027 
5CD%7,2!6 = 2,7123S33 
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povr 1,3773549 

diff. = — 969 

pour ■ — 873, 



pour, 
pour. . 



LEÇONS liK TIUr.Oi^OMÉTRIK'. 

d' 4' 40" 



diff. = — 93,4 
— 87,36 

diff. = 8,04 

7,63 



0",8 

0",07 
f = 79° 4' 48",87 
I ^ 26° 21' 36",29, 
f, + 120°= 146''îl'36",29 = 180"— [33° 38' Ï3",71J, 
? + 240° == 236" 2F 3S",2i) = 180° + 86° 21' 36",29. 



log 2 ^ 0,3010300 
log 7,216 = 0,4291482 
loa\k\^ 0,7301782. 



pourJiQ" 21' 40" 1,9523145 

pûw — 3" 31.2 

pour -0",7 7,28 

j)our — 0",01 0,104 

log cos (26" 21' 36",29) = r,9323i84 
log\k\ = 0,7301782 



log \x^] = 0,6824966 
pom-... 6824880 48138 

diff.= 86 
pour... 81,9 


diff. = 
pour . . . 


4,1 

3,64 0, 
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4° Calcul de a 



x.^=\k\ c-os (33''38'23".7[). 

pour 33° 38' 30" T,9203939 

pour ~ 6" 84 

•pour — C'a 2,8 

pour — 0"09 1,26 

hg cos (33° 38' %V',1\) = T,920i0a7 
log \k\= 0,7301782 

log x^ = O,650S8O9 

pour 6505703 44728 

di/r. = 14. 
pour " 9,7 0,1 

dï/rTZ ïy 

pow.:... 3,9 0,04 

œ^ — 4,472814; 

b" Calcul de t. 

On a: 

œ=^ \ l!\cos (Sa° ai' 36",29), 

pour 86° 21' 40" 3,8025542 î 

pow — 3" 993,6 

pour — 0",7 231,84 

pour — 0",0l 3,3(2 

log cos (86-21' 36'S29} = 2,S02677i 

log\k\^ 0,7301782 

log œ-i = T,5328ào3 

pour 5328435 34107 i 

diff. = 118 

pour 113 0,9 

s'.j = 0,341079. 

Vérification. ~ Comme on a; 

I «1 a^2 a-j ] = 5, 
m doit avoir ; 

loij ! 3^, I -[- log œ.^ 4- log a-^ = log q. 

Leçons de Tii.isokouete.ie. 
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Or, 

hy q = 0,8i3ti9337, 

iog I a-, I -f log .x.^ -{- log a-j = 0,8659328. 
En réstimé, l'équation a trois racines, une négative et deux positives, 

Kl :^ - 4-,813894, 
ï, = 4,472814, 
Kj = 0,341079. 

Comme seconde vénli cation, on doit avoir 

a^i -h ^-2 -- -''■j - Oi 
pt 011 trouve : 

^, -1- .tj -h .v.j = — 0,000001. 

EXERCICES 

i02. Résoudre, irigoiiomélriquement, les équations du second fleuré suivantes ; 



103. Résoudre, trigoiiométriquement, les équations du troisième degi-i^ suivantes : 

a:» + 1,71523: — 3,8156 — 0, 
Si' + 3,506a'= — a,713ai + 1,075 = 0, 

3^ — %,'m\x + ia,7:53 = o, 

451&' — a0315jv + 2713 = 0. 

104. Résoudre l'équation du troisième degré 

*» - M + P = 0, 
sachant que : 

1" /o3a = l,T]5a70^ % p = 2,8137061 ; 

a- ïogR:^ 2,3020312, io!ïp= 0,7152053; 

■A- log « = 1,1738171, /oj p ^2,0156789. 

105. Exposer, directement, les métliodes de résolution de l'équation 

^» + ;;a' + ,7 ^ 0, 

dans les deux cas où i! n'y a qu'une racine réelle. 
On posera, pour cela, 

a^ = )>[tg?±colBf] 
et on déterminera ), et 9 dn façon à obtenir des formules calculables par 
logaritbmes. 

FIN 
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ERRATA 


Page! 
121, 


( ; Lignes : 
IfS. 


^!( Heu de : 
Cûs 15" 


131, 
193, 


i;i 


Sin 15" 


193, 


f,. par CI, ],ns. 


AH=^ 


aie. 


13, colanoede 
droite, 


%cotgA_ 


aifi. 


90£.23,cûlomi 
de Rauclic, 


15 pour 6" 

p™- 0",8 

!)0W 0",07 



"■ — ' (ï)+(?)>«- (D'Ml)': 
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